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奇异 摄 动 理论 及 方法 是 一 门 非常 活跃 和 不 断 拓展 的 学 科 。 奇异 摄 动 的 各 种 方法 
已 经 被 广泛 应 用 于 自然 科学 的 各 个 领域 , 在 解决 实际 问题 中 功 不 可 没 , 大 量 的 动态 
数学 模型 都 含有 小 参数 ， 对 非 线性 的 复杂 方程 在 无 法 求 出 精确 解 的 前 提 下 , 求 出 一 
致 有 效 的 渐 近 解 (近似 解 ) 尤其 重要 。 从 某 种 意义 上 讲 这 种 渐 近 解 是 介 于 精确 解 和 数 
值 解 之 间 的 近似 解 , 既 能 进行 理论 分 析 , 也 便于 数值 模拟 。 
奇异 摄 动 理论 和 方法 的 发 展 已 经 经 历 了 一 个 多 世纪 , 内 容 极 其 丰富 。 本 书 的 大 
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第 一 章 ”基本 概念 


1.1 ”正则 摄 动 和 奇异 摄 动 


摄 动 又 称 扰动 , 一 般 可 分 为 两 类 : 正则 摄 动 和 奇异 摄 动 (后 面 简称 奇 摄 动 ). 它们 
是 针对 含有 小 参数 的 系统 而 言 的 . 如 果 是 正则 摄 动 系统 , 则 小 参数 为 零 和 不 为 零 时 
得 到 的 解 的 差别 不 大 , 这 时 通常 可 用 小 参数 为 零 时 的 系统 (又 称 为 退化 系统 ) 的 解 近 
似 代替 原 系统 的 解 . 但 是 , 如 果 系 统 是 奇 摄 动 的 , 则 退化 系统 的 解 和 原 系统 的 解 有 本 
质 区 别 . 下 面 给 出 精确 定义 . 


先 看 两 类 方程 


Ао: Гои = fo; 
Ар: Гои + Шли = fo + pfi. 


这 里 Lo 和 Li 是 两 个 算 子 , fo 和 f, 是 已 知 函数 , 4 是 小 参数 . u 是 + 的 未 知 函 数 . 
方程 ho 可 以 认为 是 某 过 程 的 简化 模型 , 而 A 则 是 Ao 的 扩张 模型 . xL 和 p f, 就 
是 摄 动 项 . 如果 Ao 和 A, 是 微分 方程 , 则 给 出 相应 的 初 边 值 后 , 就 能 得 到 初 边 值 问 
BB. 记 uolt) 是 Ao 的 解 . 而 u(t, u) 则 是 А, 的 解 ,te D, D 是 定义 域 

摄 动 理论 的 核心 问题 在 于 : 当 /一 0 Bf, 是 否 有 llul, u) 一 uo()| 一 0, 1-1 38 
当 的 范 数 , 为 了 回答 这 个 问题 , 需要 介绍 若干 基本 概念 和 考察 相关 例子 . 


定义 1.1 当 / 一 0 时 , 如果 sup |lu(t, u) — чо( || — 0, Я] А, 称 为 正则 摄 动 
问题 . 反之 , 则 称 为 奇 摄 动 问题 . 
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Я 1.1 讨论 初 值 问 题 
Äx T -u+ t, 0<#<1, 
" аот. 
该 问题 的 通 解 为 
u(t, и) = (1 + p)e t + p(t 1). 
而 对 应 的 退化 问题 Ао 可 令 и = 0 得 到 


а 
А: =, 0<#<1. 


Ао 的 通 解 为 


о (8) = et. 


所 以 , 4 u — 0 B$, 


зар [м (6, и) — uo(t)l| = pmax et +t |= pe-! — 0. 
10,1] (01 


由 定义 1.1, А, 是 正则 摄 动 问题 . 一 般 而 言 , 下 面 问题 是 正则 摄 动 


du _ i 
Ap: = щи), O<t<to ией", 
u(0, u) =u, 


这 里 f 是 充分 光滑 函数 , to, ио 是 有 限 数 . 
注释 1.1 ”如 果 A, 是 定义 在 无 限 区 间 0 < t < +оо Е, 则 它 一 般 是 奇 摄 动 问 


题 . 
Я 1.2 讨论 下 面 柯 西 问题 
än рак 0<#<1, 
РЕ 
(0, и) = 1. 
很 容易 得 到 精确 解 


w(t) = (1+ pe +t— p. 
$ = 0 所 得 到 的 退化 方程 A 是 一 个 代数 方程 , 不 是 微分 方程 . 
Ao: 0=—utt. 
可 得 退化 解 uo(t) = t. 因为 


sup |ju(t, и) — uo(t)|| = max |(1 + )e — д| = 1, 
0,1 [6,1] 
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所 以 由 定义 1.1 可 知 А, 是 奇 摄 动 问题 . 在 几何 特性 上 , 奇 摄 动 问题 有 两 个 显著 特性 : 

1. 退化 方程 Ao 的 阶 数 比 原 方程 A, 要 低 , 甚至 是 代数 方程 . 这 样 退化 解 wolt) 
一 般 不 满足 原 问题 所 给 出 的 所 有 定 解 条 件 . 

2. 在 [0,5] 上 ult, u) 和 ш (0 相差 很 大 , 而 在 [0,1] 上 它们 却 充分 靠近 . 这 里 5 
可 充分 小 , 但 固定 . 

区 间 [0, 5] 称 为 边界 层 . 在 边界 层 上 w(t, п) 从 初始 值 快速 变 到 wo(t). 


定理 1.1 ”下 面 初 值 问题 的 边界 层 宽度 为 Olu). 


du 

Ap: иа =Е (9, 0 <t < to (0 < to < +00), 
(0, и) = и, 

其 中 F,,(uo(t),t) < 0. 


证 明 ” 设 wolt) 的 影响 域 为 D, D = {(t,u)l0 < t < to, l>, < u(t) — u(t) < 
h}, h, lz 为 两 固定 实数 . 
令 M = min F(u,t), М = шах F(u,t). a(t, u), В) 由 下 面 所 定义 的 下 解 和 上 


解 : 
ро! = М, 8 = М, 
a(0, u) = u9; (0, м) = «ш. 
解 得 
а(ь ш) =u +u > Mt, Ви) =u + Mt, 
则 有 
alt, u) < ult, и) < В и), t20. 
所 以 
a(to, p) < u(to; и) < Blto, и). 
考虑 到 
и (вю, р) = uo(to) + l2, 
推 得 


u? + p Mto  uo(to) + < u° + p- Mto, 
М (uo(to) + l2 — u?)u < to < M ”1(uo(to) + l2 — u9)u, 


Вр to = О(и). 口 
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定义 1.2” 当 4 一 0 时 , 如 果 函 数 U (t, n) 在 D 上 满足 
sup |u(t, u) – U(t, и) > 0, 
则 称 它 为 ult, н) 在 D 上 的 渐 近 近似 . 如 果 
sup |u(t, и) — Ои) = О(џ®), 


则 称 它 为 u(t,p) 在 D ЕВ и № k BEW. 
定义 13 Xt h 的 解 u(t, u) 用 某 种 方法 能 构造 出 渐 近 近似 , 则 称 该 方法 为 渐 
近 方 法 . 
在 本 书 中 , 对 奇 摄 动 问题 A, 我 们 将 构造 下 面 形式 军 级 数 
У tult, u). (1.1) 
k=0 


这 里 u(t р) 是 有 界 函 数 , 它 的 部 分 和 记 为 
Un(t, u) = Уики и). 
k=0 


定义 1.4 WMF Ul, u) 满足 条 件 
sup luft, u) — О, (р) = О(и”*"), (1.2) 


则 称 级 数 (1.1) 是 u(t, р) 在 D 上 当 и — 0 时 的 渐 近 级 数 或 者 渐 近 展开 式 . 


、 注 释 1.2 ”在 实际 操作 中 , 如 果 求解 (1.1) 中 每 一 项 的 算法 已 确定 , 虽然 我 们 只 
求 到 Un(t,p), 则 也 自然 认为 级 数 (1.1) 已 被 构造 . 


注释 1.3 AERX (1.1) 一 般 都 是 发 散 级 数 . 在 u 固定 , 当 n 一 оо 时 , 它 通 
常 不 收敛 于 ult, u). 


这 是 因为 我 们 把 (1.2) 写成 sup lu(t, р) — Un(t, п) < Сит) 时 , 这 里 С = C(n). 


WR n 固定 , 当 р o Bf, 则 它 趋向 于 零 ; 但 是 , 如 果 и 固定 , 当 n 一 co Bf, 则 它 却 
往往 趋向 于 无 穷 . 


Я 1.3 ”讨论 方程 


(1.3) 


12 渐 近 级 数 57 


ЭВР u= Ў uultu). 先 把 该 级 数 代入 方程 (1.3), 然后 比 
较 4 ЕАК, НОВОЕ u(t) 的 一 系列 方程 


и onkant, 
解 得 
шо= 6 ш=Й, ш=-(2)8, <- мк = (1) (Ы), 
由 此 构造 了 级 数 
Fryta, (1.4) 
k=0 


容易 判别 级 数 (1.4) Æ pA {0} 上 发 散 . 但 是 它 在 任意 有 限 区 间 0 <t < T 上 是 渐 近 级 
数 . 下 面 证 明 这 一 点 . 方程 (1.3) 的 一 个 特 解 为 


u(t, и) - [= 726 йаз. 


分 部 积分 三 次 可 得 
u(t, u) = —t + и? — 2020 + p f бз2е— r +i ds. (1.5) 
考虑 到 
e + <1, 0<8<ь 


所 以 式 (1.5) 中 最 后 的 积分 有 
t t 
p f 6s2e й: ts ds < p? 人 6s2ds < 21213 < 2p2T3 = О(р?). 

0 о 

由 此 可 得 
u(t, u) = -t+ pt? +0 (7). 
对 式 (1.5) 继续 分 部 积分 
u(t, p) = ~t + pt? – 2020 +... и" 1) (а) + O(unt1) 


2 Pyg +0(и”+1). (1.6) 
k=0 


等 式 (1.6) 说 明 级 数 (1.4) 是 渐 近 级 数 . 
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1.3 ”正则 摄 动 问题 
讨论 下 面 初 值 问题 
du 
ap: 4 k = ftp), 0 <t <rT, (1.7) 
и(0, и) = ио, иЕЯ”. (1.8) 
摄 动 问题 (1.7),(1.8) 所 对 应 的 退化 问题 是 
№: ofito), о<е<Т. 
假设 Ао Ж u = alt), 并且 在 D= {(и, и 401 <a, 0<t<T, 0< 


и< uo) Е flut, u) 无 限 次 可 微 , 其 中 a 和 ро 是 两 个 正常 数 . 
求 初 值 问题 (1.7), (1.8) 具有 下 面 级 数 形式 的 解 


u(t, p) = uo(t) + pur (t) + мик (0 +++- (1.9) 
把 级 数 (1.9) 代入 А, 并 把 fluo + ра + + puk 十 … 6 в) 展开 成 р 0538238 
000) + puh (t) +. ш (0) +. 
= f(uo,t,0) + 5ш +) + --- + p (Fuur + pr) + =: ° 


оо 


= Уш, (1.10) 
k=0 < 
uo(0) + pai(0) + ++: + ики (0) + о, (1.11) 


HEP fu = fuluo,t,0), фл = Ў, = falto, t, 0), M @k(k > 1) Æ uli < 及 的 已 知 函 数 ， 
比较 等 式 (1.10), (1.11) 两 边 р КИЕЗХЯЕ, 可 得 确定 и, (1) (9 > 0) 的 问题 


щ = fo = Ј(ио, 6,0), uo(0) = ио, (1.12) 
щЕЛ= fuuk+ pk, (0) =0, К=12,.... (1.13) 


显然 , R (1.12) 就 是 问题 Ао, 所 以 uo = a(t). R (1.13) 是 线性 问题 , 所 有 的 
uk(t)(k > 1) 都 可 以 确定 . 记 级 数 (1.9) 的 前 n + 1 项 部 分 和 为 
Un(t, u) = Dul. 
k=0 


我 们 有 下 面 的 结论 . 


定理 1.2 ”对 充分 小 的 р, 问题 А, НЕ ult, u), 并 且 级 数 (1.9) 是 渐 近 级 
数 , 即 


llu(t, №) — Un(t, м) = ap lult, u) — Un (t, P| = О(и"). (1.14) 


1.3 ”正则 摄 动 问题 ЕА 


在 此 我 们 不 进行 详细 证 明 , 只 介绍 证 明 的 思路 . 感 兴趣 的 读者 可 参看 [1]. 
记 余 项 v(t, и) = ult, u) — U, (t, n), FE u = Un +u КЛИМ Ap, 写成 下 面 形式 


I v = fuv + g(u,t, n), (1.15) 
0,0) = 0, (1.16) 
这 里 g(u,t, u) = f(Un(t, и) +v, tu) — fuv — Un 它 具 有 下 面 两 条 性 质 : 


1) 
g(0,t, u) = f(Un,t, n) — Un = у^ + (+1) 一 š (=a) 


= Уи = 14) + Ош") = Ои"). 
k=0 


2) 如 果 
lat ON < с, [№2 (6 и) < ciule: € R), 


那么 存在 c2 > 0, po > 0, 34 0 < р < po 时 有 下 面 不 等 式 


sup |g(v2,t, ш) — g(%, t, А) < со sup |u2(t, и) — vı (t, И). (1.17) 
[0,7] (0,7) 


这 可 根据 中 值 定理 得 到 
g(v2,t, ш) — g(v1, t, u) = g; (v2 — u), (1.18) 


RE g = (и +0(в-т),Ьи), 0<0<1. 
如 果 取 lull = О(и) B$, 则 
Ф = fa (U, +u,t, n) — f 
= fa(uo + О(и) + v,t, u) — fu(uo,t, 0) 
= О(и+ ||) = О(и), (1.19) 


把 式 (119) ЛА (1.18) 可 得 式 (1.17), ÆR (1.15), (1.16) 化 成 等 价 的 积分 方程 
t 
vtn) = | обедов, дав Ê Glot, u). (1.20) 


可 见 积分 算 子 Glu, t, u) 也 具有 性 质 1), 2), G0, t, и)| = OUn+3). 性 质 2) 说 明 当 
lol 和 充分 小 时 (can < 1) G 是 压缩 算 子 . 推出 积分 方程 有 惟一 解 v= u" (t, u), 并 
E Jolt, д) = O(un+1). 这 样 就 证 明了 定理 1.2. 


注释 1.4 ШЕНЕ п 阶 渐 近 解 Un(t,p), RER f(w,t,p) Æ D E n+1 阶 连 
续 可 微 . 
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注释 1.5 ”对 于 正则 摄 动 问题 , 渐 近 级 数 的 系数 u(t) 不 依赖 于 и. 


一 般 而 言 , 正则 摄 动 问题 比较 简单 , 在 此 不 作 更 多 的 阐述 . 从 下 章 开始 , 主要 介 
绍 有 关 各 类 奇 摄 动 问题 研究 的 结果 . 


第 二 章 ” 初 值 问题 


21 ”简单 初 值 问 题 
许多 数学 模型 在 无 量 纲 化 后 都 可 归结 为 下 面 形式 


rat 
z(0, №) = 2°, (2.2) 
其 中 и > 0 是 小 参数 , z e R, T 是 某 个 给 定 的 正 数 . 

由 于 所 提问 题 (2.1) 是 非 线性 的 , 求 精确 解 z,(t) 并 不 容易 , 所 以 寻找 z, (t) 的 近 
似 解 U (t, u) 十 分 重要 , 尤其 在 解决 实际 问题 时 更 为 迫切 . 考虑 到 这 类 问题 中 含有 小 
参数 u, 所 以 求 渐 近 解 顺理成章 , 不 失 为 一 种 很 好 的 方法 , 多 年 来 的 实践 也 证 明了 这 
一 点 .由 于 小 参数 р 出 现在 最 高 阶 导数 项 前 , 所 以 会 产生 边界 层 . 从 例 1.2 即 可 看 
tB. 解 的 结构 与 正则 问题 的 解 截然 不 同 , 包含 了 所 谓 的 边界 层 项 . 边界 层 项 的 显著 特 
点 是 在 离开 边界 层 时 它 是 指数 衰减 的 . 

对 奇 摄 动 问题 的 研究 目前 主要 讨论 下 面 两 点 : 

1) 所 提问 题解 的 存在 性 ; 

2) 渐 近 解 的 构造 和 余 项 估计 . 

而 1) 的 证 明和 2) 中 的 余 项 估计 往往 是 同时 完成 的 . 我 们 先 给 出 所 需要 的 条 件 

[821] ВР, Е, Æ D = {(z,t)lle| <l, 0<t<T} 上 连续 , 其 中 ! 是 某 个 固 
定 正 数 . 

[Н2.2] 假设 退化 方程 = F(z, t) 有 孤立 根 z= plt), 上 且 满足 稳定 性 条 件 F,(e(D), 
t) <0. 

其 他 所 需 条 件 将 在 渐 近 解 的 构造 过 程 中 给 出 . 


| а= (2,0), 0<t<T, 


10. я-ж 初 值 问题 


2.1.1 ”形式 渐 近 解 的 构造 


我 们 所 构造 的 形式 级 数 为 两 部 分 的 和 
а= ш) + (ти), T= > (2.3) 
其 中 
ар) = 0 + ша ++ (0 +5, 
Па(т, и) = По2(т) + ИЩ (т) +- + "П, (т) + + (2.4) 
这 里 正则 级 数 z(t,y) 的 系数 只 依赖 于 t, 而 边界 层级 数 IIz(7, и) 的 系数 却 依赖 于 


T = t/u. 

用 形式 级 数 (2.3) 来 构造 渐 近 解 的 方法 称 为 边界 层 函数 法 , 级 数 I(r, и) 的 系 
数 称 为 边界 函数 . 

正则 级 数 z(t, u) 的 系数 可 这 样 来 确定 , 把 它 代入 (2.1) 


и“ = PE 由 (2.5) 
比较 р KE 
p: F(zo(t),t) = 0, 


а: 0 = Е,00(0,ђа = Ёа, 


P: Tei L Fyza + Hnis 


这 里 第 一 个 方程 就 是 退化 方程 , 因此 和 = yo 人 区， 从 第 二 个 方程 起 所 有 关于 z(t) 
(i > 1) 的 方程 都 是 代数 线性 方程 , 而 Hn- 是 t, Zolt), ---, 0 的 已 知 函数 , 所 
以 z 都 能 惟一 确定 . 

确定 边界 层级 数 Iz(r,/) 的 各 项 可 这 样 做 , 需要 把 z 代入 (2.1): 


TE дб = FG +b, (2.6) 
即 
SIE = Работ) + Iz, ur) -Pennn en 
再 比较 и FKE, 可 得 确定 各 系数 的 方程 (这 里 仅 限于 求 零 次 项 和 一 次 项 系数 ) 
qz (ро) + Поз,0) — F(go(0),0), (2.8) 
dz 


ЧЕ = Ë, Mz + 9 (0)т + 21(0)] + Ёт — Е. ($5 (0)т + 21(0)) — Fr. (2.9) 


21 ”简单 初 值 问题 1. 


把 方程 (2.9) 写成 
Ч = А+, (2.10) 
ат 


其 中 hi = ДЕ, ($, (0)т + 21(0)) + АЕт, ДЕ, =Ñ, -Ē, АЕ=Ё- 

在 方程 (2.8) 一 (2.10) 中 “- ”表示 函数 在 (和 ,0) ВИН, I <” ие (0)+ 
Toz, 0) ВИН. 

上 面 关 于 Пос 的 方程 是 非 线性 的 , 而 关于 liz (i > 1) 的 方程 都 是 线性 的 , 且 非 
齐 次 项 hi (i > 1) 只 依赖 于 已 知 函 数 Поз, Miz,- П; 12. 

Я 200) G > 0) 的 方程 都 是 代数 方程 , 所 以 不 需要 给 出 初 值 条 件 . 关于 
Tiz 的 初 值 可 以 把 z(t, u) = z+ Пг 代入 初始 条 件 (2.2) 得 到 


По2(0) = 2? — wo(0)， ITz(0) = –21(0), =. (2.11) 


可 见 Пог, Пу = 由 相应 的 柯 西 问题 确定 , 它们 的 存在 性 毫 无 疑问 . 高 阶 渐 近 解 Liz (i > 
2) 的 构造 原则 上 是 类 似 的 , 只 是 在 技术 层面 上 复杂 一 点 . 


引 理 2.1 ”边界 函数 满足 下 面 不 等 式 
|Doz| < Coe “o”, |Паг| < Сет", (2.12) 


这 里 Co, C1 > 0 和 ко > к, > 0. 
证 明 ”把 求 Toz 的 问题 写成 


E Toz = Е(фо(0) + Пог,0) — F(eo(0), 0), (2.13) 
пог) = = 2 – (0), (2.14) 
把 (2.13) 式 右 端的 函数 差 由 中 值 公式 写成 

Tez = Е,(ро(0) + ВПо=,0)По2, 0 < 0 < 1, 


由 此 解 得 
Пог(т) = (20 — +(0))е/ F=(P0(0)+9110z,0) ds, 


考虑 到 Р.(00(0),0) < 0, lim IIz(r) = 0, 所 以 根据 保 号 性 , 存在 m > 0 Ж ко, Ro > 0, 
使 得 r > zo 时, 有 下 面 不 等 式 成 立 
—Ro < Е» (фо(0) + 9По2,0) < –ко. 


这 时 
|lloz| < (12° — фо(0)|е° F= ds)e— Ль во ds 


12. я-ж 初 值 问题 


因为 m 是 固定 值 , 所 以 上 式 圆 括号 内 的 值 有 上 界 Co, 即 


По2| < Coe or. (2.15) 
为 了 得 到 rz 的 估计 式 , 必须 先 对 ДЕ, ДЕ 和 AFer 进行 估计 , 以 便 得 到 h, 的 
估计 . 
根据 中 值 定理 
ДЕ,т = rF;,(zo(0) + 01: По, 0)Iloz, 
Нфо< в < 1. 


为 了 利用 已 得 到 的 估计 (2.12) 来 估计 тПог, 可 这 样 做 : 


|rIloz| < Core “от 
= Соте "+0 0) 
= Сре "теб ко)", 
可 以 取 sl < ко, 所 以 тебе -so)r 是 有 界 量 . 这 样 |rIoz| < Cer, 进而 |АР,т| < 
CesT, 以 后 在 进行 估计 时 我 们 常用 一 个 符号 C 来 表示 不 同 的 常数 , 因为 在 证 明 过 


程 中 它们 不 起 本 质 作用 , 只 表示 常数 . 对 ДЕТ 以 及 整个 h 也 具有 相同 的 估计 . 现 
在 利用 已 知 公式 可 对 Iz 进行 估计 : 


|012] < Ce or + of er-so(r-a)e-sas ds 
0 


= Ce-sor + Ce-sor f 7 07m)? ds 
0 

= Ce” + Ce or e(8o—m)r 

一 Ce sr + Ce mr 

< Сее". (2.16) 
这 样 就 得 到 了 对 引 理 2.1 中 (2.12) 的 边界 层 函 数 估计 . 事实 上 对 k > 1 都 可 以 得 到 
下 面 估计 式 

THkzl < Cke r, 

这 里 有 Kk < gk_1: 口 
2.1.2 解 的 存在 性 和 余 项 估计 


定理 2.1 ”如 果 满足 条 件 [H22] 和 要 求 F fE D 内 二 阶 偏 导数 连续 , 那么 有 下 
面 渐 近 表达 式 
z(t, u) = p(t) + THoz(7) + ri (t, p), 


中 + ; 
其 eG) < Cp. 


21 ”简单 初 值 问题 513: 


定理 2.1 的 证 明 要 用 到 恰 帕 雷 金 定理 , 为 此 我 们 先 令 述 一 下 该 定理 
引 理 2.2 ( 恰 帕 雷 金 定理 ) ”假设 z(t) 是 下 面 初 值 问题 在 [0,T] 上 的 解 
| Lz= z = F(z,t)=0, 
z(0) = 20. 


又 假设 存在 两 个 函数 300) 和 alt), 它们 分 别称 为 上 解 和 下 解 , 并 具有 下 面 性 质 : 
1) (0 > a(t), 0 <t <T, 
2)18>0, La<0, 0<t<T. 

那么 在 区 间 [0,T] 上 成 立 不 等 式 


a(t) < z(t) < BO). 
下 面 用 恰 帕 雷 金 定理 证 明定 理 2.1. 
证 明 ”构造 (2.1), (2.2) 合适 的 上 下 解 


B(t) = p(t) + Doz + ит + ива, 
a(t) = p(t) + Iloz — pr + pIliaz, 


这 里 г 是 某 个 正常 数 , 对 它 的 要 求 在 构造 过 程 中 给 出 , 而 gz, Iiaz 是 ID z 的 变形 ， 
它们 分 别 满足 下 面 的 方程 和 初 值 | 


ITT: > 
| sas = аг + AF,(@'(0)r + r) + АВт + we "or, 


(2.17) 


(2.18) 
Inpz(0) = —e(0), 


dr (2.19) 
Па2(0) = —+(0), 
这 里 的 w 是 个 正常 数 , 它 也 在 构造 过 程 中 选 定 . 
对 上 面 选取 的 上 下 解 8(t), o (t) 恰 帕 雷 金 定理 中 的 性 质 1) 显然 满足 . 
下 面 对 上 解 8(t) 来 验证 恰 帕 雷 金 定理 中 的 性 质 2). 


19-4 - F(t) 


dlloz Ilgaz 
= ge (t 一 二 一 
Hp 的 + -页 tu 


把 (2.20) 中 最 后 一 项 表示 成 
Е(+(®) + Пол + pr + И в2, t) 


= F(e(t) + ит, 8) + Е(ф(ти) + Пог + тр + Ш ва, ти) — Е(ф(тр) + ur, Tu) 
=Р+ПЕ, 


| ты Eliaz + АЕ, (ф'(0)т + г) + ДЕт — ше-®т, 


= F(e(t) + Пог + ru + Ш вг, t). (2.20) 
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其 中 
Е = F(e(t) + ит, t) = F(e(t),t) + urF;(e(t),t) + B Fp, 
ПЕ = Р(ф(ти) + По + ти + ива, тр) — Е(р(ти) + ит, тр) 
= ПРО) +; (0) + SPP TL (р), (2.21) 
其 中 0 < 9 < 1, FZ, 表示 F;,(z,t) 的 变量 子 在 区 间 (y(t), pt) + г) 当中 某 一 点 


取 值 . 
通过 直接 计算 有 
2 


пе (0) = F(e(0) + Пов,0) — 24,0) = Чо, 


ПР'(0) = АЕ. (4, (0) +r) + АЕт+ PIligz = sz — er, 
TF” (u) = АЕ, (ф(ти)т +r)? +2Ё,„(ф(ти)т + т) вг + Ё,.П зс 
2ДЕ, (ф(ти) + т)т + 2Ё,.П агт + АЕит? + АЕ, 2" (ти)т?, 
其 中 和 AP。 = Ё. – Pen № “=” 3226588006 (о(ти) + ru, rn) 取 值 , “~” 表 示 函 数 在 
(ф(ти) + Toz + ги + Ива, тр) ВИН. 


在 下 面 的 估计 中 要 用 到 ПЕ” 的 有 界 性 . 从 ПЕ” 的 表达 式 容易 给 出 ПР" 的 有 
界 性 估计 , 在 此 省 略 . 


我 们 对 上 解 继续 进行 估计 
ар  dlloz _ 
8 = + qr иа — (ПЕ + Ё) 
= ар По ди doz + ЯП, az РУ 
Part а [а та “Me 


+P” (0р) + (0,0 + 6.9, + Е 
= цё? —rF,(e(t),t)] + pwe “er 一 PPPE +ПЕ"(6р)]. (2.22) 
在 (2.22) 中 对 足够 大 的 7, 总 可 以 做 到 
E оро, >0, 


而 第 二 项 对 任意 w 都 为 正 , 至 于 最 后 一 项 考虑 到 IF 的 有 界 性 对 任何 7,w 是 Ol), 
所 以 LB > 0. 根据 恰 帕 雷 金 定理 可 得 


a(t) < z(t, u) < 800), 
或 者 
-ar + Во < z(t, и) — p(t) — Поз < pr + ШИ», 


2.2 Tikhonov 系统 515. 


从 而 立即 推 得 
55 lz(t, и) — p(t) — Iloz| < Си. 
这 样 定理 2.1 证 毕 . 口 
对 更 高 阶 渐 近 表 达 式 也 有 类 似 结果 . 


定理 2.2 ”如 果 满 足 条 件 [H2.2], 并 且 要 求 函 数 FE D 内 关于 z 有 (n+2) 阶 
连续 偏 导数 , 则 有 下 面 渐 近 表 达 式 
z(t, и) = 2. (и) + т (t, 4), 
Zn(t, и) = Zo(t) +--- + "Zn (4) + По2(т) + --- + и"Пил(т), 
并 有 max |р и) < Си". 
除了 用 恰 帕 雷 金 上 下 解 方法 之 外 , 还 有 许多 方法 可 以 证 明 渐 近 解 的 存在 性 和 余 
项 估计 . 例如 把 微分 方程 化 为 积分 方程 的 方法 , 但 是 把 边 值 问题 化 成 积分 方程 来 处 
理 是 相当 复杂 的 . 


2.2 Tikhonov 系统 
1948 年 俄罗斯 天 才 数 学 家 Tikhonov А. 发 表 了 第 一 篇 有 关 奇 摄 动 论文 “微分 方 


程 解 对 小 参数 的 依赖 性 ”[2], 从 此 开创 了 微分 方程 领域 研究 的 新 方向 奇 摄 动 理 
论 . 
给 出 下 面 Tikhonov 系统 和 初 值 
и = Е(2,у,0), 0<t<T, (2.23) 
а = (2,5,0), (2.24) 
2(0, м) = 2%, у(0, и) = у, (2.25) 


这 里 p> 0 是 小 参数 , z e ЯМ, y e Я", ЖР, f #E G {121 Sa, || <a 0< 
t < T} 上 连续 且 偏 导数 连续 , 并 要 求 退化 系统 


0= Е(2,9,1), (2.26) 
| 9 ео, (227) 
900) = у (2.28) 


有 解 z = z(t), p = 9(t)， 这 实际 上 可 这 样 来 做 , 要 求 方程 (2.26) 关于 z Af, B 
Z= e(g, t). 把 它 代入 到 (2.27), 得 到 关于 у 的 微分 方程 


y = f(e(p,t),#,t), (2.29) 
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求解 初 值 问题 (2.28), (2.29) 可 得 у = g(t), 再 得 到 z = z(t) = (000), 0). 把 上 面 求 退 
化 解 的 过 程 写成 条 件 

[Нз] 假设 方程 P(z,p. = 0 # D = {У < l, 0 < t < T) 上 有 孤立 根 
Z= e(p,t), 3Ë B sü (2.27), (2.28) 关于 该 孤立 根 有 惟一 解 (不 排除 Fg, = 0 有 多 


个 根 的 情况 ). 
[H2.4] 假设 辅助 系统 
а= 2000 
的 平衡 点 z = ply, t) 是 渐 近 稳定 的 (y, t 看 作 参 数 ). 
[H2.5] 初 值 问题 


£ =F(z49,0), 50) = z° 
的 解 z = 2(7) 存在 , 且 lim 2(7) = p(y?,0). 
定理 2.3 (Tikhonov 定理 ) ”如 果 满 足 条 件 [H2.3] 一 [H2.s], 那么 对 充分 小 的 u 
问题 (2.23) 一 (2.25) 的 解 存在 , 且 有 极限 等 式 [2] 
Jim y(t, и) =90), O<t<T, 
| Ла (6и) = 20), 0<t<T. 


Tikhonov 定理 通常 也 称 为 极限 转移 定理 , 它 首次 揭示 了 当 и — 0 时 退化 解 和 精 
确 解 之 间 的 关系 , 指出 了 当 / 充分 小 时 慢 变量 y(t) 在 整个 感 兴趣 的 区 间 0 < t < T 
上 是 y(t, u) 很 好 的 近似 , 但 快 变量 z(t) 只 在 边界 层 外 的 区 间 0 < t < T 上 与 z(t, n) 
很 吻合 . 为 了 求 得 整个 区 间 0 < t < T 上 一 致 有 效 的 渐 近 解 , 需要 在 边界 层 [0,6] 上 
添加 边界 层 函 数 . 俄罗斯 著名 数学 家 Vasileva А. 创立 了 边界 层 函 数 法 [1]. 至 今 为 
JE, 它 是 奇 摄 动 问题 研究 中 最 行 之 有 效 的 方法 之 一 . 下 面 将 介绍 这 种 方法 . 
2.2.1 ” 浙 近 解 的 构造 

为 构造 初 值 问题 (2.23) 一 (2.25) 一 致 有 效 的 渐 近 解 , 我 们 先 给 出 下 面条 件 : 

[H26] 假设 F(z,y,t), f(z,y,t) ЛЕ G 上 无 限 次 可 微 . 

[H27] 假设 Rexitb < 0 0<t<Tii=1…，M, 其 中 NbDG=1…,M) 是 
矩阵 2, (#) = F, (Z(t), g(t), t) 的 特征 值 . 

通常 用 条 件 [H2.7] 来 代替 [Hz.4]， 因 为 它 便于 操作 . 为 讨论 方便 起 见 , 记 > = 
(zT,yT)T, 所 以 z € ХМ+т. 

我 们 将 构造 (2.23) 一 (2.25) 具有 下 面 形式 的 渐 近 解 

t 


z(t, u) = 2(t, u) + Пз(п,р), To = т (2.30) 
其 中 


Z(t, и) = 2o(t) + p31 (t) +--+- + ика, (t) + (2.31) 
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是 渐 近 解 的 正则 部 分 ， 
Hz(m, 门 =Ioz(ro)+AIaz(mo) 十 … 十 ASIkz(m) 十 … (2.32) 
是 渐 近 解 的 边界 层 部 分 . 
把 (2.30) 代入 (2.23), (2.24) 得 下 面 等 式 
и“ + E = F(Z + Ilz,g + Iy, t), (2.33) 
p + 20 +n +) (2.34) 


把 (2.33), (2.34) 右 端的 F AI f IRRE t 和 то 分 成 两 部 分 
Е=Р+ПЕ }=У+П]. 
例如 
F(z + Iz, g + Пу, t) = F (z(t, п), (6 н), t) + [Е (2 (тор, и) + Па(то, и), (тор, p) 
+Пу(то, и), тор) — Е(2(тои, н), (тор, p), тон) 
= F +IIF. 
于 是 (2.33), (2.34) 可 写成 


dz dllz 5 

иа ау =Р +1 (2.35) 
dag ЧПУ _ 

Bt ат = рў +f. (2.36) 


将 (2.31), (2.32) 代入 (2.35), (2.36) 中 , 并 把 F, ПР, f, Пу 展开 成 / МЕ 


F = Е(20(0) +u (t) +--> ‚(9 + p(t) +... , t) 
= Е(20(0), 000), t) + n[F,()2 (t) + FORO + --- 
Ре) ль + Будь + Fe(D)] +. 
=+ +: +и +. 
这 里 F(t), Fyt) ЯМ Falz, yt), Е,(2,0, 0) 在 (20(0), 0000), t) 处 取 值 的 矩阵 函数 ， 
Felt) 是 Z(t), (t) (i < k) 的 复合 向 量 函 数 ， 
ПЕ = F(zo(zop) + Iloz(zo) + p(B (Tou) + Ш (то)) + --- ‚Яо (тои) 
+Поу(то) + p(n (той) + Плу(то)) + --- , rog) 
—Е (2 (той) + pa (то) +-+- , ботом) + ил (той) +--+ тон) 
= [F(z0(0) + Пог(то), 9 (0) + Поу(то), 0) — F(z0(0), go(0), 0)] 
+ ЩЕ (то) 2(то) + Еу(то)Плу(то) + С (то)] +++ 
+uF[F,(zo)Ilkz (zo) + Еу(то)Пьу(то) + Сь(то)] ++ 
= ШЕ+ИЩЕ+ + “ПЕ 十:…， 
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这 里 Е. (то), F, (zo) 分 别 为 F,(z, y, t), Fylz, vt) fE (20(0)-+Поз(то), 90(0)-+Поу(то), 0) 
处 取 值 的 矩阵 函数 , G, (то) 是 Hiz, Ily (i < k) 的 已 知 复合 向 量 函数 . 

同样 可 以 对 f, Пу 进行 这 样 的 展开 . 

ЖЕ (2.35), (2.36) 中 先 按 尺度 t, то 进行 分 离 , 再 比较 р 的 同 次 寡 系 数 可 得 到 确 
定 2.00), Hez(m) (k > 0) 的 方程 . 


渐 近 解 的 主 项 由 下 面 方程 组 确定 
o= Љар, № = р = Ла, 0,9, 37) 
s = ШЕ = F(zo(0) + Tloz, go(0) + Toy, 0), e =0. (2.38) 
而 浙 近 解 从 一 次 项 开始 都 由 线性 方程 组 确定 

BEL = А = РО + 0+ ВА, 
ра (2.39) 
TE = Л О + + 00), 
Пы L mF = F;(z)llkz + (9) Ьу + быт), 
a (2.40) 
7 Ik-if, 


其 中 Felt), Felt) В z(t) plt) 的 已 知 复合 函数 , 而 С (то), Пк-ь f 都 是 Ttz(m)， 
Шу(п) (i = 1… ,k — 1) 的 已 知 复合 函数 . 

为 了 从 方程 组 (2.37) 一 (2.40) RH a(t), Пьз(то), 还 需要 给 出 初 值 条 件 . 把 (2.30) 
代入 (2.25) 可 得 


20(0) + м21(0) + --- + По2(0) + pITiz(0) + -+ = 20, 


(2.41) 
9000) + 49:00) + --- + Поу(0) + иПлу(0) +- =. 
在 等 式 (2.41) 两 边 比较 p 的 同 次 宕 系数 可 得 
20(0) + IJoz(0) = 2°, #0(0) + Ioy(0) = у", (2.42) 
2,(0) + Пк2(0) =0, (0) + Iky(0) = 0. (2.43) 
考虑 到 Ikz(m) 是 边界 层 函 数 , 所 以 要 求 Ikz(co) = 0 (k > 0), B 
JIky(co) = 0, Hkz(oo) = 0. З (2.44) 


这 样 从 (2.38) 的 第 二 个 方程 和 (2.44) 就 有 Поу(то) = 0. 再 从 (2.42) RH go(0) = у. 
可 以 看 出 确定 Jolt), Zot) 的 问题 (2.37) 和 初 值 如 (0) = % 与 退化 问题 完全 一 样 , 所 
以 go, 和 就 是 退化 解 go = 700), zo = 200). 
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通过 z(t) 可 求 出 Ioz(m) 的 初 值 
Toz(0) = z° — 20(0) = 2° — e(s9,0). (2.45) 
做 变量 替换 z = Iloz(ro) + 和 (0), 考虑 到 Поу(то) = 0, 可 得 
g = Е(2,у0,0), 2(0) = 2°. (2.46) 
初 值 问题 (2.46) 与 辅助 问题 完全 一 样 , 所 以 Пог(то) 存在 , E lim Поз(то) = 0. 由 
[H2.7] 可 以 证 明 Hoz 的 指数 估计 


о=(то)| < Сет", To 2 0, (2.47) 


这 里 以 及 往 下 C fll x 是 某 个 正 数 , 在 不 同 地 方 可 以 是 不 一 样 的 . 不 等 式 (2.47) 的 详 
细 证 明 可 参看 [1], 这 里 只 对 z 是 数量 情况 进行 证 明 . 条 件 [H2.7] 可 化 为 下 面 不 等 式 


F,(zo(t),go(t),t) <0, O<t<T. (2.48) 
用 中 值 公式 把 (2.38) 第 一 个 方程 写成 
PE = Р.О) + бПоя(п), у, Оша, 0<0<1. 
考虑 到 初 值 (2.45), T ей Hoz: 
Пос = (z? — 20(0))е” F= (F0(0)+0Toz(8),y?,0)ds, (2.49) 
由 于 
im Fe(Zo(0) + 0102г) /,0) = 1, Eo FOC) таи 
= F;(%(0), 4,0) < 0, 
所 以 存在 上 > 0, 7 > 0, Ч zo > 7 Bf 
F, (2(0) + @По=(то),у?,0) < —к, (2.50) 
把 (2.50) RA (2.49) 并 考虑 到 f = f + у 可 得 估计 式 
Поз < [29 – 2001079 Ре "de = |20 — zy (Оеб Frdse=rotro-70), 


记 有 界 量 C = |z0 — 和 (0)lelg" Fedeeroro, 就 能 得 到 估计 式 (2.47). 

用 归纳 法 可 以 证 明 渐 近 展开 式 中 的 以 后 各 项 zk (t), Пьз(то) (k > 1) 都 能 惟一 确 
定 . 不 妨 认 为 我 们 已 经 求 出 了 前 k — 1 项 . 所 以 在 求 第 项 的 方程 式 中 Felt), felt), 
Сь(то), Пь-17 都 是 已 知 函数 . 
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М (2.40), (2.44) 可 得 


Пьу(то) = f Ik-1f(8)ds. (2.51) 
BEX |0,70) < Сет", 所 以 
Пку(т) < у. Ce-rrods = Zerr, 


М (2.51) 可 得 Iky(mo) 的 初 值 
0 
пио) = { m-flo)as. 
通过 (2.43) 可 得 狂人 的 初 值 


(0) = по) = (Ths fo), (2.52) 
根据 条 件 [H2.7] 有 det F, (t) # 0, 可 以 从 (2.39) 的 第 一 组 方程 中 解 出 (1): 
zalt) = 60) k (bok — в . (2.53) 


FE (2.53) 代入 (2.39) 的 第 二 组 方程 可 得 确定 Delt) 的 线性 微分 方程 . 它 与 (2.52) 一 
起 构成 的 初 值 问题 的 解 是 惟一 确定 的 . 求 出 elt) 后 再 代入 (2.53) 就 能 求 出 2,00). 

得 到 了 Zelt) 的 初 值 未 (0) 就 能 确定 Hez(m) 的 初 值 Ikz(0) = -未 (0)， 再 看 
(2.40) 的 第 一 组 方程 , 记 Gk(m) = Еу(то)Пку(то) + Съ (т). 易 见 


|Сь(то)| < Се". (2.54) 
求解 Ikz(m) 的 初 值 问题 为 
АП» Š 
| ат = 09) ые + быт), (2.55) 
П,2(0) = –2,(0). 
问题 (2.55) 的 解 可 表示 成 
Iez = —Ə(z)Z2k(0) + f P a(o) (8) С (а)аз, (2.56) 
这 里 Ф(то) Æ (2.55) 所 对 应 的 齐 次 问题 
d 


= = F(T), $(0) = Ем 
的 基本 解 矩 阵 , 它 有 下 面 估计 式 D] 
|Ф()|| < Ce, mo >0， 


(2.57) 
1Ф(п)Ф-\()| < Се", 0 < s <T. 
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其 中 Ew 是 单位 矩阵 
而 对 表达 式 (2.56) 利用 不 等 式 (2.54) 和 (2.57) 可 得 


то 
021 < Ce" + f Ce-“(m-s)Ce-"sdr < Сет" + Сте". (2.58) 
0 


选取 这 样 的 ка, 使 得 0 < к: < к. 此 外 , 我 们 有 估计 
туе" = туе ("ve ат < Сеет, (2.59) 
其 中 me-(x-e)m < С. 把 (2.59) 代入 (2.58), к: 仍 用 记 之 , eo 前 面 的 系数 仍 


记 为 C, 这 就 得 到 
ЙПьг(то)|| < Се", т> 0. 


于 是 , 我 们 就 完成 了 渐 近 解 (2.30) 的 构造 并 证 明了 每 个 边界 层 函 数 都 有 指数 式 衰减 
估计 
llllkz(zo)|| < Ce ，m>0. (2.60) 


在 通常 处 理 实际 问题 时 , 我 们 总 是 求 有 限 项 和 的 渐 近 表达 式 . 因此 , 进行 余 项 估 
计 是 必 不 可 少 的 . 


2.2.2 ” 渐 近 解 的 余 项 估计 
我 们 记 Xn(t, u) 为 渐 近 级 数 (2.30) 的 前 n + 1 项 部 分 和 : 


Xn(t, u) = 》 u” (Ex (t) + Пьз(т)). (2.61) 
k=0 


定理 2.4 (Vasil'eva 定理 ) ”如 果 满 足 条 件 [Hz.3] 一 [Hz.e], 那么 当 и 一 0 时 在 
0 <t<T 上 (2.30) 是 问题 (2.23) 一 (2.25) 的 渐 近 级 数 , Вр 


стах, Пе (ь р) — ХА) = О(и"?!). (2.62) 

证 明 іс 
u(t, р) = z(t, р) — Zn(t, н), (2.63) 
v(t, и) = Уи) — Y, (t, p) (2.64) 


为 渐 近 解 的 余 项 , 它们 满足 下 面 方程 和 初 值 
a = F,u + Fyv + gı (u,v, t, n), (2.65) 


Ẹ = fut fv+ pluv, t.) (266) 
4(0,и) =0, 2(0, и) = 0. (2.67) 
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其 中 矩阵 Fp, Fy, fes fy 都 在 点 (zo(t) + Поз, Folt), t) 处 计算 , 而 
must) = F(Za +u, Yp +) 029 — Rw- Бу, 
go2(u,u,t, и) = f(Z,, + и, Yn + u,t) — se — fu — Лу. 
这 里 函数 g), g 具有 下 面 两 条 性 质 : 
D 9(0,0,t, u) = О"), g2(0,0,t, u) = О(ы" + рте ®). 


2) 如 果 ulta) < Cum, 1006 А) < С G = 1,2), 则 存在 实数 C > 0, 
Ho > 0, 使 得 当 0 < р < до 时 , 有 下 面 不 等 式 成 立 


sup lgi(w2, v2,t, и) — (и, а, Н) < Cop( sup |u2— ш|| + sup || — vil). 
о<<т от о<<т 
把 初 值 问题 (2.65) 一 (2.67) 写成 等 价 的 积分 方程 组 
t 
uen = | Оуен) + обла, (2.68) 
t 
v(t, u) = f V(t,s,p)[Jyu(s, u) + galu, v, 8, и] ds, (2.69) 


其 中 U(t, s, u), V(t, s, u) 是 齐 次 方程 组 


du 
Fa 


的 基本 解 矩 阵 , 且 有 下 面 估 计 式 [1]: 


dv 
= F;u, z” fuv 


U(t, в, и) < Се-#®-®, Og<sgtgT. 
把 (2.69) 关于 v 的 表达 式 代入 (2.68), 得 到 
ии) = f RG aya из + QiQu s kaj, (2.70) 
这 里 K(t,s, u) 是 有 界 核 , О 仍 具 有 性 质 1), 2). 把 方程 组 (2.70) 换 成 等 价 的 方程 组 
ult, u) = Qi(u,u, t, u) + f * R, s Qiu u t, uds = Саби), (2.71) 
其 中 R(t, s, и) 是 K(t, s, u) 的 预 解 式 . FHE (2.71) RA (2.69), 可 得 


t 
vtn) = f Vt,s, faGi(u 0, sp) + gs(u,u,s,n)]ds = Саби, и), (2.72) 


2.2 Tikhonov 系统 23- 


所 得 到 的 积分 算 子 G1, Со 仍 保留 性 质 1), 2). 对 积分 方程 组 采用 逐次 逼近 法 可 以 证 
明 u, v 存在 且 惟 一 , 并 有 估计 式 


max 1406,0) = Olu”), max v(t, u) = O+). (2.73) 


RT и, v 的 存在 惟一 说 明了 解 z(t, u), y(t, u) 的 存在 惟一 , 而 估计 式 (2.73) Wes 
项 估计 式 (2.62). 


注释 2.1 “如果 构造 的 渐 近 近似 是 п 阶 的 , 则 只 要 求 F, f 在 曲线 Lo = L UL; 
的 5 管子 里 有 n + 2 阶 连 续 导 数 就 行 了 . 这 里 
= {(2, y, t)|z = 20(0) + Пог(т), 7 2 0, y = to, t= 0), 
Ід = {(2, 9,0] = Zo(t), у = #000), 0 < t < T). 


=E ”两 点 边 值 问题 


з ” 半 线性 两 点 边 值 问题 
讨论 下 面 二 阶 方程 的 边 值 问题 
Me m 0<#<1, (3.1) 
(0, и) = у, Уи) = (3.2) 
其 中 /> 0 是 小 参数 , y e Я. 我 们 将 证 明 (3.1), (3.2) 解 的 存在 性 并 构造 其 解 的 渐 近 
展开 式 . 
Bsa) 假设 在 D = (00,0) < v < b, 0 < t < 1) Е F(y,t) 无 限 次 可 微 ,并且 
4°, y! € (1, l2), 而 1,15 是 两 个 给 定 的 实数 . 
[Hs.2] 假设 在 0 <t < 1 上 退化 方程 F(y,t) = 0 仅 有 解 = olt), BWER 
等 式 


Е,00(0),0) >0, 0<t<1. (3.3) 


在 [Hs.1] 中 关于 FF 无 限 次 可 微 的 条 件 只 是 在 构造 渐 近 解 时 需要 . 如 果 只 需要 构 
Жп 阶 渐 近 展开 式 , WER РЖ n+1 阶 导数 就 够 了 . 因为 退化 方程 F(y,t) = 0 是 
代数 型 的 , 它 的 解 一 般 不 能 满足 边 值 条 件 (3.2), 所 以 在 t = 0 和 t= 1 处 都 会 产生 边 
界 层 . 


3.1.1 渐 近 解 的 构造 
我 们 用 边界 层 函 数 法 构造 渐 近 解 , 为 此 把 下 面 级 数 代入 (3.1): 


y = р) + Hy(zo; p) + Ву(т, p), (3.4) 


зл “ 半 线 性 两 点 边 值 问题 


.25. 


这 里 
и) = Folt) + мл (0 + 
为 正则 级 数 ; 
Пу(то, и) = Поу(т) + иу(т) +, те 


是 t=0 附近 边界 层级 数 ; 


t 一 1 
Ву(тьь и) = Roy(m+HARayn)+ n= 


是 t= 1 附近 边界 层级 数 . 
正则 级 数 (3.5) 的 每 一 项 和 以 前 一 样 由 下 面 方程 确定 


0= Fat 
= 

АО 
та 

SË = К, +96 


2-2 
dt2 


= Fy(Bo(t),t)#2k(t) + 92k, 


这 里 gok Æ g; (0 < j < 2k — 2) 和 + 的 已 知 函 数 . 


(3.5) 


(3.6) 


(3.7) 


因为 所 有 方程 都 是 代数 型 的 , 由 稳定 性 条 件 (3.3) 所 有 的 正则 项 gx (t) 可 逐次 确 


定 . 特别 有 po = plt). 


注释 3.1 ”这 里 正则 级 数 (3.5) 的 所 有 奇数 次 项 的 系数 为 零 . 经 常会 碰 到 这 样 
情况 , 所 给 的 方程 除了 在 高 阶 导数 前 有 小 参数 u 外 , 方程 右边 也 含有 小 参数 р, 这 时 


正则 项 展开 式 既 含有 u 的 偶 次 项 , 也 含有 / 的 奇 次 项 . 
边界 函数 Ну (то, и) (i > 0) 由 下 面 方程 确定 


2 
STRY = F (l0) + Toy, 0) — 244,0) = Ре + Toy, 0), 


ау. 
АИ 一 P Ilu + hr, 
0 
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其 中 
ha = Ë imo (0)ro + 900) + Ёо — Fylgo(0)zo 十 页 (9] — Fero. 


RE «77 HRE (000) + Ioy(m),0) 点 取 值 , 而 “-” 则 在 (2(0),0) 点 取 值 , he 是 
Hoy, ,TIk_1y, 70 HEARR. 考虑 到 右边 界 层 函 数 Ry(ni, u) 对 左边 值 的 影响 是 
指数 小 的 , 所 以 把 (3.4) 代 人 (3.2) 可 得 在 t+ = 0 的 边 值 条 件 

Toy(0) = y? —$(0),--- , Hey(0) = —Jk (0). (3.8) 


(3.8) 可 作为 Hky(mo) 在 то = 0 的 一 个 条 件 , 但 还 需要 找 另 一 个 条 件 . 
写 出 确定 Ioy(ro) 的 方程 和 边 值 


q 
Поу(0) = y? — e(0). 


а?Поу _ 
| STR” = F(e(0) + Пао) ва 


TB ў = e(0) + Поу, 则 (3.9) 可 写成 
то (3.10) 


900) = у. 


为 了 方便 讨论 , 把 (3.10) 写成 方程 组 


9 (3.11) 


x 
| $ = 26,0), 


СЯ Е, 
q Е(9,0). 


自治 系统 (3.11) 有 鞍点 М(Ф(0),0). 这 是 因为 特征 方程 
№ - Е ($0), 0) =0 


有 特征 值 A1,2 = +y F(p), 0). 特征 值 入 > 0 对 应 于 当 то 一 -co 时 进入 鞍点 М 
的 轨 线 Di, 而 特征 值 X < 0 对 应 于 当 то 一 +оо 时 进入 鞍点 M 的 轨 线 Lo. 在 平衡 
AMA 


dž 42 
21,20 S| л> 
这 里 相 轨 线 可 以 解析 表达 出 来 . 通过 分 离 变 量 从 (3.11) 可 得 过 鞍点 M 的 首次 
积分 
Я 
2-2 Е(у,0) ау. 
ғ ТА к (v, 0) dy 


зл “ 半 线 性 两 点 边 值 问题 “于 > 


a=-1/2 [Еда 
(0) 
Я 

ъ= (|2 f Е(у,0) dy. 
(0) 


为 了 满足 条 件 Поу(оо) = 0, 必须 要 求 初始 点 (v, 2(0)) 落 在 L 上 , ВР 
[Hs.s] 假设 在 (3.11) ИЖЕ (9,2) LÆR у=у 与 当 п 一 оо 时 进入 鞍点 
м 的 轨 线 相交 . 


对 应 的 轨道 Гл, Го 分 别 为 


这 样 求 Hoy 的 问题 可 归结 如 下 : 
{ 21 = F(y,0), (3.12) 
90) = 0, (оо) = w(0). (3.13) 


ЖИ: [Hs s] 保证 了 (3.12), (3.13) 解 的 存在 性 . 对 右边 界 层 函 数 Roy(71) 可 进行 同样 
讨论 . 在 做 了 变换 0 = (1) + Roy(n) 之 后 可 得 下 面 方程 和 边 值 


| = = F(ĝ,1), (3.14) 
90) = у, — p(—oo) = (1). (3.15) 


[Hs.4] 假设 在 (3.14) МУН (9,2) ÆR ў = y! У т, — -oo ВВЕЛ 
点 М 的 轨 线 相交 . ; 

所 以 Roylri) 也 存在 . 这 样 展开 式 (3.4) 的 主 项 plt) + Поу(то) + Воу(т1) 就 完 
全 确定 了 . | 


注释 3.2 Ш (3.9) 是 线性 方程 组 , 则 进入 鞍点 的 分 界 轨 线 是 直线 , 那么 垂 线 
ӯ =° 总 能 与 L, 相交 . 但 在 非 线 性 情况 时 却 未 必 如 此 . 


下 面 很 重要 的 是 要 证 明 当 m 一 oo (mn 一 -co) 时 Поу(то) (Roy(m)) 是 指数 衰减 
函数 . 


SIE 3.1 ”边界 函数 Hoy(m) (0 < m < со) 有 下 面 指数 估计 式 : 
Coe mm < Поу(то) < Coe-som， (3.16) 
Tie om < Zom) < Che-som. (3.17) 
证 明 fE $= e(0) 邻 域 可 表示 成 
200) = 2(4(0)) + ев — $(0)) + o(ğ — +(0)) 
= №(9 — +(0)) + o(ğ — +(0)). 
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我 们 先 讨论 当 у < yp(0) 的 情况 . 因为 Ó < 0, 考虑 到 А10 — 0(0)) = 0, 所 以 存 
É rå > 0 #ll 0 < ко < Ко, E zo > rë B$, A 
一 so 位 一 (0)) < z < —Ko(g — +(0)). (8.18) 
不 妨 设 
№ = № – 6, -щ = № +6, 
其 中 6 是 某 个 正 数 , 从 (3.18) 可 得 


аПоу(т) 
ат 


—коПоу(т) < < –коПоу(т). (3.19) 


对 (3.19) 进行 积分 
Hoy(rë)e wi) < Toy(m) < Поутфдетво (9, 


因为 
Пор(тў)е 7009—70) = Пор(тў)е "отео = Coe-mm， 
Поу(т6)е 78909-79) = Поу(тф)е-вотоекотв = Сует, 
所 以 
Coe -mn < Поу(то) < Coe-sm， 
这 里 Co, Co ЯЯ s 而 与 ”无关 的 正 数 . 再 从 (3.17) 就 得 到 了 对 z — Поу 


的 估计 , 即 ° 
кобое -mm < z < 一 koCoe-som， 


或 者 
Спее" < Е < Ceto, (3.20) 
34 g > e(0) 的 情况 可 做 同样 讨论 . D 
对 函数 Rov(r) 也 有 同样 结论 : 
引 理 3.2 ”边界 函数 Roy(n)(—oo < п < 0) 满足 下 面 不 等 式 : 
Toe™™ < Roy(n) < Сџеч", (3.21) 
Tin < ouu < Qeon, (3.22) 


注释 3.3 ”在 引 理 3.1 和 引 理 3.2 中 Ro, ко, С, Ci (i = 0, 1) 一 般 来 说 是 不 同 的 


за “ 半 线 性 两 点 边 值 问题 “29、 


下 面 求 Пу, 它 满足 下 面 的 方程 和 边 值 


dy _ = 
Í s = Ё,шу+№, (8.23) 
П10(0) = -页 (0)， IDy(eo) =0, (3.24) 
这 里 
hı = АЕ, (0) + AF0, (3.25) 


МАЕ, = Ë, — pp AF; = P, — Ё. 
因为 (3.23), (3.24) 是 线性 边 值 问题 , 它 的 解 有 下 面 表达 式 , 这 可 直接 检验 . 


пы) = 5) Í ” 2an Јо) (одда, (826) 
其 中 z= =. 
由 引 理 3.1, 不 难得 到 对 h: 的 估计 
[hil < Cem, к < ко. 
这 样 , 从 (3.26) 可 对 Iny 作 估 计 
Ily] < Сет [ P Fon an f еко) do, 
ЖЗ ко = go + 28, 有 
Iyl < Cersom f P 0751+48 aq = Сект, 
0 
对 Riy(n) 也 有 类 似 估计 . 把 上 面 的 结果 归结 成 下 面 引 理 . 
引 理 3.3 ”边界 层 函 数 的 一 次 项 Ши), Ruy(n) 也 有 指数 估计 式 : 
Мийо < Сое, (т) < Cesm， (8.27) 
其 中 Ci(i = 0,1) 是 任意 常数 . 


312 ” 解 的 存在 性 及 余 项 估计 
表达 式 


Yo(t, и) = p(t) + Поу(т) + Roy(ni) (3.28) 


是 级 数 (3.4) 的 零 阶 部 分 和 . 
我 们 将 用 微分 不 等 式 方法 来 证 明 问 题 (3.1), (3.2) 解 的 存在 性 , 并 进行 余 项 估计 . 
为 此 先 介绍 一 下 Nagumo 定理 
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定理 3.1 (Nagumo 定理 ) 假设 存在 下 面 问题 的 上 下 解 pl), alt) 
Iy=y —F(y,t)=0, 0<t<1, (3.29) 
{ 000) =°, уф =r, (3.30) 


且 具 有 性 质 : 
1) a(t) < b); 
2) 18<0, La>0; 
3) а(0) <4? <80), о(1) <и <80), 
那么 问题 (3.29), (3.30) 的 解 y(t) FE, 且 满 足 不 等 式 


a(t) < y(t) < BOE). 


定理 3.2 ”假设 满足 条 件 [Hs |—[Hs.], 那么 可 以 找到 充分 小 的 jo > 0, Ч р < 
ро ВУ, 问题 (3.1), (3.2) 的 解 y(t, u) FE, 且 有 表达 式 


Уи) = (н) +т (и), Irita) <C 0<t<1, (3.31) 
其 中 C 不 依赖 于 p. 
证 明 RIEF pt, и), olt, и) 如 下 面 形式 : 


Plt, и) = p(t) + Поу(то) + Воу(т) + и(Плзу(то) + Ваву(т) +1), (8.32) 
a(t, u) = p(t) + Iloy(zo) + Воу(т) — (Шац (т) + Riay(ni) +1), (3.33) 
其 中 Isy 和 Куру 是 П.у, Riy 的 变形 . 例如 , 函数 Iapy 取 下 面 问题 的 解 


dr (3.34) 


2 = 
9180 L R Mpy + hi + weton, 
П180(0) = 0， Iney(co) = 0. 


这 里 加 和 表达 式 (3.25) 一 样 , 而 正常 数 因 子 w 待定 . 边界 层 函数 Ina 满足 与 (3.34) 
类 似 的 方程 , 只 要 在 把 +o 换 成 — B. 


引 理 3.4 ”问题 (3.34) 的 解 Hapgy 满足 下 面 不 等 式 : 
Iney > 0， ву < C(o)e m”. (3.35) 
该 引 理 的 证 明 可 用 公式 (3.26) 
Полу = an) [дап (oha(o) + wos")do, (8.36) 
通过 适当 选取 o 使 不 等 式 (3.35) 成 立 . 
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下 面 将 检验 Nagumo 条 件 .我 们 把 区 间 0, 一 分 为 二 , [3] 上 不 考虑 nov, 
man, 而 在 [5,1] 上 不 考虑 пар, may, 因为 它们 都 是 指数 小 的 
首先 验证 Nagumo 条 件 中 的 1), 在 |o, 引 上 
В-а=2и + и(Плву — Шау) > 0. 
ны [о] 上 该 不 等 式 也 成 立 , 所 以 在 整个 区 则 0, 上 有 pt > абы. 
其 次 检查 Nagumo 条 件 中 的 3) 
В(0,и) = #00) + p + Поу(0) + pITipy(0) + EST > 4°, 
ВА, u) = 9) + g + Rov(0) + uRigy(0) + EST >. 
这 里 EST 表示 指数 小 量 . 
最 后 验证 Nagumo 条 件 中 的 2). 在 [0,5] 上 


— 2928 
L8= Pq EOD 
_ Ë d? а2 
== +) + arg oy + пата ШУ 
—F(p(t) + и + Поу + Иду, t) + EST, 
我 们 把 Е 表示 成 下 面 形式 F = P + ПЕ, 其 中 
F = Ро) + mt) = и, 0 + Е +0), 0<0 <1; 
IF = Е(ф(тор) + и + Поу + plisy, тор) — Е(Ф(тои) + и, тор). 
对 ПР 用 泰勒 公式 展开 到 第 三 项 , 即 


ПЕ = ПЕ(0) + иПЕ"(0) + STI” (ө), 0<6 <1. 


显然 
TIPO) = 240) + Tov, 0) — F(p(0),0) = Ч, 
ПР (0) = AF (fOr +1) + An + Вр = 00 — ель, 
现在 转向 对 LA 的 估计 


LB = OYP) — ое" — Fyllt), д — БЕЗ 
= —Fy (plt), t)u + О(и?) — шет". 
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可 见 F, 的 符号 决定 了 LA 的 符号 , 即 LA < 0. 同 理 在 А 1| 上 该 结论 也 正确 . 类 
似 地 可 以 验证 下 解 alt, u) 也 满足 Nagumo 条 件 中 的 2), 3). 这 样 , 根据 Nagumo 定 
理 (3.1), (3.2) 的 解 y(t, р) 存在 , 并 且 有 下 面 估计 : 
Pt) — u + Поу + Roy + ИШау + HRiay < y(t, И), 
y(t, u) S p(t) + и + Поу + Roy + иду + иЕлву. 
考虑 到 Плоу + Riay < 0, ILay+ Раву > 0, 所 以 有 
lult, u) — (p(t) + Поу(т) + Еор(т1))1 < Cu. 

定理 3.2 证 毕 . a 

可 以 把 定理 3.2 推广 到 更 一 般 情况 

定理 3.3 ”假设 满足 条 件 [Hs.1] 一 [H3.4], 那么 存在 充分 小 的 pno, 当 0 < р < до 
时 , 问题 (3.1), (3.2) 的 解 y(t, и) 存在 , 且 有 表达 式 : 

Уи) = Y,(t,u) + ти (и), (таа (6 и) < Си", 
这 里 ' 
Falt, n) = Ури (t) + Шут) + Вити), 
i=0 

而 常数 C 不 依赖 于 p. 

定理 3.3 的 证 明 只 是 在 技术 层面 上 比 定理 3.2 较 复杂 , 但 方法 基本 上 是 一 样 的 ， 
也 是 套用 Nagumo 定理 进行 证 明 . 这 时 的 上 下 解 为 

P(t, и) = p(t) + tp nt) + Ш (да+1(0) + 1) + Поу(то) +--+ и" Пу (т) 
ЖИП, н,ду(т) + Воу(т) +: + и” Ву (ти) + ИР, ву(т), 
a(t, u) = p(t) +-+- + ить (0) + Ш (аа (t) — 1) + Поу(то) + -- + и”Пьу(т) 
Жи, ay(T) + Воу(т) + --- + u” Rayli) + ИА орт). 

其 中 In+uey(ro), Палау (то) 分 别 满足 下 面 方程 和 边 值 


d2 = 

I 322 Пьчьву = ЁуПь+і,3у + hnt1p + ме”, 

o 
Hn+l6y(0) = 0, In+l6y( 一 co) = 0; 


d? = з 
| allay = FIntlay + ħn+1,a — ме”, 
0 


IIn+lay(0) = 0, П, +1,ау(оо) = 0. 
值得 注意 的 是 只 要 条 件 [Hs o] 改 成 方 阵 Р,(0(0), t) 没有 正 实数 特征 值 , 定理 3.3 
推广 到 方程 仍然 成 立 . 
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3.2 ” 弱 非 线性 边 值 问题 
讨论 下 面 二 阶 方程 的 边 值 问题 
a à 
[z =F (ee). 0<t<1, a 
000,0) =i, у(1,и) =y 
为 讨论 方便 把 方程 (3.37) 写成 方程 组 形式 
(3.38) 


d: 


dz 
ш = Е), 0<t<1, 
pł = 2. 


[Hs.s] 假设 函数 F(z,y,t) 在 С 上 无 限 次 可 微 


G = {(2, 4,0) (д € D,M < z < N}, 


Ж yo, у € (А, В), D = {(у, 90 <t <1,A < y < B}, М A,B 是 某 两 个 给 定 的 数 . 
[Hs.s] 假设 退化 方程 F(0,y,t) = 0 在 石上 仅 有 解 y= plt), 0 < t < 1, 且 满足 


不 等 式 
F,(0,e(8),t) > 0. 


3.21 МОМ 
我 们 将 构造 下 面 形式 的 级 数 (w = (2,0)7) 


w = (t, u) + Iko(ro; y) + Ro(n, u), 
其 中 在 (3.40) 中 olt, u) 为 正则 项 级 数 : 
(t, u) = (0) + põr (t) +: 
Пох(то, и) 是 左边 界 层级 数 , zo = t/u > 0: 
Iw(ro, и) = Пош (то) + ИШ (то) ++- 5 
Вити, и) 是 右边 界 层级 数 , n = (t — 1)/u < 0: 


Roln, = Row(n) + HRiw(n) + 


(3.39) 


(3.40) 


(3.41) 


(3.42) 
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利用 边界 层 函 数 法 可 得 确定 各 正则 项 系数 的 方程 
0=F(0,%,t), 2 =0, 
2 = F,(0,p,t)z + Вой, To = 2, 


2,1 = Fsza + gn +90, 0-1 = 2 (3.44) 


这 里 gn(t) 是 Dolt), 0100), ---, 9100) 的 已 知 复合 函数 ,“- ”表示 在 (0, >, t) 点 取 值 . 
从 (3.44) 逐次 可 求 得 { 环 (区 , 殉 ( 坟 } (п > 0). Ж 2000) = 0, go = p(t). 
确定 左边 界 层级 数 系数 的 方程 为 (只 写 出 零 次 和 一 次 的 方程 ) 


J Thoz = PoaseO)+my0h， у = tha, (8.45) 
Ф: = Аа + Бу +M, Ev= ms, (3.46) 
ЯФ h = Ё,21(0) + Ëy (8) (0)ro 十 页 (0) + Ато. 
相应 这 些 方程 的 边 值 条 件 为 
Toy(0) =°- (0), Пу) = -7 (0). (847) 
Поу(оо) =0, Шу(оо) = 0. (3.48) 


在 方程 组 (3.45) 中 做 变量 替换 у = p(0) + Пор, Z = Пог, 可 以 把 (3.45) 写成 下 面 
形式 


15 = F(8,9,0), 5 =š. (8.49) 
显然 , 该 方程 组 比 (3.12) 要 复杂 . 在 相 平 面 (5,z) Е, М(0(0),0) DERA, 这 是 因 
为 特征 方程 的 两 个 特征 值 为 
№2 = 3 G + \/Е2 + 45) i (3.50) 

其 中 F, Ё, 在 点 (p(0),0) ВЕ. ERIE A 对 应 于 当 то 一 -co 时 进入 鞍点 的 轨 
线 Li, 负 特征 值 Xo 对 应 于 当 то 一 +oo 时 进入 鞍点 的 轨 线 Го. 这 里 Гл, Г 没有 显 
式 , 但 这 并 不 影响 讨论 . 为 了 保证 (3.49) 和 边 值 П00(0) = y? 一 e(0), Поу(оо) = 0 Ж 
的 存在 性 , 需 做 下 面 假设 : 

[Нат] 假设 在 相 平 面 (g, z) EER у = 如 与 当 то 一 оо 时 进入 鞍点 М(Ф(0),0) 
的 轨 线 相交 . 

[Hss] 假设 在 相 平面 (, 2) LER g = y! 与 当 n 一 -oo 时 进入 鞍点 M (ol), 1) 
的 轨 线 相交 . 

同时 可 以 得 到 对 п 函数 的 指数 估计 , 但 比较 复杂 - 


3.2 ИЗО : 35. 


引 理 3.5 “对 边界 层 函数 Поу 和 Пог 有 下 面 指数 估计 式 


Toe om 和 Ioy(m) < Сое e°, (3.51) 
Tile-™™ < Ioz(m) < Cier%m，7m>0. (3.52) 


ШЕВА 24 |g— (0) 足够 小 或 m 充分 大 时 , 有 展开 式 


5 国 一 中 io 人 -OO)+oGg 一 w(O)) 


我 们 先 计 算 ieo 的 值 . 因为 220, 所 以 从 (3.49) 可 得 


上 (0) 
W ог 
两 边 取 极限 由 洛 必 达 法 则 有 
ағ}? » /dz 
(+) 9-е) Е: (ë) Бе 
ый ағ 1 = 
z д = = 
dlio 2 Ë hi | qa 


考虑 到 52 非 负 , 所 以 
y 


2(8) = (9 — $(0)) + o(ğ — +(0))?. 
往 下 的 推导 和 引 理 3.1 一 样 . 这 样 就 证 明了 引 理 3.5. š о 
为 了 得 到 对 II1y, Пс 的 指数 估计 , 把 (3.46) 写成 二 阶 方程 


а2 = å z 
ag =F, mY +FyIhy + hi. (8.53) 


方程 (3.53) BIAIN, 不 能 直接 套用 公式 (3.26). 但 是 , 可 把 (3.53) И B ЗЕЕ 
方程 后 就 能 用 公式 (3.26) Т, 


Шу = IDy(0) im + 2) ñ и эро Í 


= ши) 5 + К). (8.54) 


这 里 p= e- д Fir НЕ. 


2(о)р(о 11 (0) do 
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引 理 3.6 ”对 边界 层 函数 Tiy(ro), Iaz(ro) 有 下 面 估 计 式 
Сует" < Шу(т) < Сое", (3.55) 
Glen < Пу2(то) < Спе", т> 0, (3.56) 
这 里 C,, C, 是 任意 常数 . 


证 明 REX Шу 进行 估计 即 可 . 因为 对 (3.54) 微分 后 就 可 得 到 对 rz 的 估 
计 . 在 推导 中 所 有 的 常数 , 只 要 不 依赖 于 n, 都 用 同一 个 字母 C 来 记 . 

先 对 р 进行 估计 , 可 把 它 写成 

p = е- 10° Ps dro — e- N? Р. dro~ fo (FF)dro. 
因为 
Ë, - Ё, = Е), Поз + Ез Поу, 
所 以 p = Се-Ё*тъ, 进而 得 到 
Ce_fsroe-Foro < gp < Се-Р:тое-вото, 
即 
Сет.) < gp < Сет Psroe(Aa+8)ro, (8.57) 


由 此 可 得 


(2р)-* < С-1еРте(-м+9т < Се +8т, 


这 里 用 到 了 Л, + № = F;. 
对 a 的 估计 类 似 于 (3.25), 有 


Jhi] < Ce soto = Сеа+8)ю, (8.58) 
对 (3.57) 积分 有 
| [ " zphido| < C f "мно da < Cel-A1+A2+28)n, 
0 0 


往 下 利用 z = Moz > Се-®то, 可 得 z—1 < C-le(-Xa+6)ro. 
因此 在 (3.54) 中 对 K(m) 有 估计 


то 
|K(zo)| < Сект f etn ал. 
0 
只 要 取 5 充分 小 , 就 有 
IK(m)| < Ceram. (8.59) 


因为 (3.54) 中 第 一 项 具有 和 z 一 样 估计 , 所 以 对 Пу 有 和 (3.59) 一 样 的 估计 . 
这 样 引 理 3.6 证 毕 . 口 
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到 此 为 止 , 我 们 构造 了 zo, p, Поу, Noz, Шу, Iz. 同样 可 求 出 边界 函数 Ry, Rz 
的 零 次 近似 和 一 次 近似 , 并 得 到 它们 的 指数 估计 . 
3.2.2 ” 余 项 估计 的 方法 

类 似 于 上 一 节 的 定理 3.2, 可 以 证 明 问 题 (3.37) 解 的 存在 性 和 余 项 估计 . 但 是 ， 
不 能 套用 上 一 节 的 的 Nagumo 定理 进行 证 明 . 因为 方程 (3.37) 的 右 端 含有 一 阶 导数 ， 
但 是 存在 更 一 般 的 Nagumo 定理 . 

考虑 下 面 问题 


人 Е(у,у,0), 0<t<1, 
(3.60) 


000) = у, yD) = 
其 中 FF 定义 在 下 面 区域 G 上 
С={(%6у,у)|0 <t < 1, A< y< В, —oo < y < eo). 
定理 3.4 (广义 Nagumo 定理 ) ”假设 存在 二 次 连续 可 微 的 函数 alt), 8(t) 有 
1) La>0, 18<0; 
2) 0(0) <y? < (0), а(1) <и < 201), 


НИ F(y,v,t) 在 G 上 关于 у АЖ ОНИ ЖА |F(,v, D| < 
(101), 这 里 o 是 某 个 满足 下 面积 分 条 件 的 正 连续 函数 


m adi о 
o plu) А 


那么 存在 (3.60) 的 解 y(t), 且 满 足 不 等 式 a(t) < y(t) < 800). 
注释 3.4 EEM 3.4 中 p(w) 可 以 取 这 种 函数 p(w) = 1 + | 由 plu) = 1+ u2. 
但 p(w) = 1+ jul", a > 0 HRI. 因为 这 时 积分 (3.61) 必须 发 散 . 


可 以 用 推广 的 Nagumo 定理 对 问题 (3.37) 进行 估计 , 关键 是 构造 合适 的 上 下 解 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 文 献 . 


(3.61) 
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我 们 考虑 下 面 方程 组 和 边 值 
Š = Fb, ai 
# = f(z,y,t), (3.63) 
y0, и) = °, (3.64) 


а2(0, и) = а20, 621, и) =, 0<#<1. 
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Н 2.20, п, F € RM, ур, f e Я”, Ш а, b 是 下 面 形式 的 M 阶 方 阵 


i В Ë С | 

a = ‚ bs N 

00 0 Ем-к 

由 此 可 见 , 在 区 间 [0, 1] 的 左 端点 给 出 了 z 的 k 个 分 量 初 值 , 而 在 右 端 点 给 出 了 2 


下 的 M 一 上 个 终 值 . 所 有 必需 条 件 我 们 将 在 下 面 讨论 中 逐步 给 出 . 
Hs) 假设 函数 F(z,y,t) 和 f(z,y,t) 在 变量 (z,y,t) 空间 的 某 个 开 区 域 G 中 


对 所 有 变量 具有 п + 2 阶 的 连续 偏 导数 . 
在 (8.62), (3.63) +4 p = 0 之 后 即 得 退化 方程 组 
0= (р), 40 = Е, (8.65) 
并 对 其 给 定 初始 条 件 
90) = °. (3.66) 


[Hs ao] 假设 退化 问题 (3.65), (3.66) 有 孤立 解 5 = p(t), 2 = e(g(t),t) = z(t). 
[Hs] ВНР F, (0) = Fa (Z(t), 900), t) 的 特征 根 满足 条 件 
Вед; (1) <0, 1=1,..., k<M, 
ReXi(t) > 0, i=k+l,.,M, 0<t<1 (3.67) 
(并 称 方程 F(z, y, t) = 0 的 根 z = ply, t) 是 条 件 稳定 的 ). 
[Ha.12] 令 B(t) 是 一 个 将 F(t) 化 成 对 角 分 块 矩 阵 , 而 Balt) 和 B22(t) 分 别 
为 B(t) É k x k BAI (M — k) x (M – k) 阶 的 主 对 角 分 块 .假设 det B11(0) Z 0, 
det B22(1) # 0. 
3.3.1 ” 渐 近 解 的 构造 
我 们 将 构造 问题 (3.62) 一 (3.64) 具有 下 面 形 式 的 渐 近 展开 式 


z(t, u) = 2(t, р) + Па(то, в) + Е=(ти, р), (3.68) 
其 中 
Z(t, и) = 50 (6) + p31(t) + + rER(t) + (3.69) 
为 正则 级 数 ; 
Па(то, ш) = Hoz(m) 二 AIRz(m) 十 … 十 ATIkz(ro) 十 … (3.70) 


表示 在 上 = 0 邻 域 的 边界 层级 数 , zo = t/u > 0; 


Ел(ті, y) = Roz(n) + pRiz(n) + --- + и Realna) +. ‘(3.11 
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表示 在 t= 1 邻 域 的 边界 层级 数 , m = (t — 1 /и < 0. 
利用 边界 层 函 数 法 , 我 们 有 
dz dllz , dRz 


++ =Р ВЕ, 
а аъ T dn F +IIF + RF, 
dz , dy , dRy р 

ut n + ал = ++ ВЈ), 


其 中 
P = F(z(t, и), g(t, и), t) = А+ ИА + + В, + >, 
ПЕ = Е(2(ито, р) + П2(то, и), (то, и) + Пу(т, p), ито) 
—Р(Е(рто, и), ито, p), ит) 
= oF + Е +... + uF H, 
RF = Е(2(1 + ити, и) + Ег(ти, и), 9(1 + ити, и) + Еу(ту, и), 1 + ит!) 
—F(z(1 + pr д), (1+ ит, y), 1 + pn) 
= ЮЕ+ ИРЕ +... + и“ REF. 
为 了 得 到 相应 的 定 解 条 件 , ЖЕ (3.68) 代入 边 值 (3.64) 有 
а[2о(0) + Tloz(0) + … 十 u” (zk(0) + Пь=(0)) + +] = a2, 
b|2o(1) + Roz(0) + +- + и*(2ь(1) + Rez(0)) 十 …] = 57, 
9000) + Поу(0) + --- + и*(9»(0) + Пьу(0)) + ++- = p°. 
渐 近 解 的 零 次 项 系数 满足 下 面 方程 组 
| 0= № = F (žo, 0,2), 


se = j = f (Zo, po, t), 


| SI L m = (60) + Поз, 00) + oy, 0), 


| “ап. = oF = РОБ) + Ros, pl) + Ban, 


关于 这 些 方程 组 的 定 解 条 件 是 
а(20(0) + По2(0)) = az9, 
b(zo(1) + Roz(0)) = bz1, 
Bo(0) + Поу(0) = у°. 


(3.72) 


(3.73) 


(3.74) 


(3.75) 


(3.76) 
(3.77) 
(3.78) 


(3.79) 
(3.80) 


(3.81) 
(3.82) 
(3.83) 


(3.84) 


(3.85) 
(3.86) 
(3.87) 
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由 (3.82), (3.84) 即 知 Togy(m) = 常数 ， Roy(n) = 常数 . 又 当 m 一 co Я п, 一 
—oo 时 Пор(т) 和 Roy(n) 都 应 当 趋 于 零 , 因此 这 些 常数 都 应 该 等 于 零 , ВП 


Поу(т) =0, Roy(n)=0. (3.88) 
从 (3.87) 得 
#00) = °. (3.89) 


于 是 方程 组 (3.79), (3.80) 与 初始 条 件 (3.89) 一 起 就 是 退化 问题 , 求解 这 个 问题 得 出 
go = 700), Zo = (0000), t) = z(t). 
下 面 考 虑 边 值 问 题 (3.81), (3.85) 


Í Pe = P(7(0) + os, 0(0),0), (8.90) 
a(zo(0) + Пог(0)) = аг°, Iloz(oo) = 0. (8.91) 
为 了 讨论 方便 起 见 , 做 变量 替换 z = zo(0) + Hoz(ro), 把 (3.90), (3.91) 写成 下 面 形式 
| Ë = РР, (8.92) 

az = az0， 2(00) = zo(0). (8.93) 


由 条 件 [Hs ui], [Hs.12] 可 知 方程 组 (3.92) 存在 经 过 平衡 点 20(0) 的 k 维稳 定 的 不 变 
流 形 5+. 只 要 初 值 落 在 St Е, 当 то 一 co 时 都 有 lim Z(7o) = 20(0). 为 此 必须 对 
(3.92) 的 初 值 有 要 求 

[Hs.13] 假设 ozo є S+. 

条 件 [H3.1] 保证 了 问题 (3.92), (3.93) 解 的 存在 性 . 对 Roz(ri) 可 作 同 样 的 讨论 ， 
但 是 必须 有 下 面条 件 

[Ha 假设 bzl є 5“. 
这 里 S- 是 方程 组 (3.83), (3.86) 的 М — k 维稳 定 不 变 流 形 (п 一 一 00). 

现在 考虑 关于 zi (t), Iliz(zo), Ral) 的 方程 组 和 定 解 条 件 


s = F,(t)2i + В, (3.94) 
Ел = Һа + (tn. (3.95) 
TÉ = hF = (а + (Шу + G (n), (8.96) 
m" = По/ (т), (8.97) 


4 
ау 
ат 


BE = RF = Fuln) Raz + B (m) + Н), (8.98) 
= Rof (т), (3.99) 
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а(21(0) + П12(0)) = 0, (3.100) 
b(a(1) + Riz(0)) = 0, (3.101) 
1 (0) + IDy(0) = 0. (3.102) 


由 Пу(оо) = 0, 先 从 (3.97) ЖН Плу(то), Iny(O) 
mv = - f поле», уо) =- [ пу). 
由 此 可 得 
900) = J k Поў (s)ds, (3.103) 
0 


因为 方程 组 (3.94), (3.95) 是 线性 的 , 考虑 到 初 值 (3.103), 所 以 p(t), 21(6) 容易 求 得 . 
ЖН Iiy(m) 后 , 把 (3.96) 写成 

dlz _ 

dm 一 


Е, (п) + G) (zo), (3.104) 


其 中 G, (zo) 是 已 知 函 数 . 

方程 组 (3.104) 关于 IDnz(m) 是 线性 的 , 对 定 解 条 件 (3.100) 和 IT, z(oo) = 0, 解 
总 是 存在 的 . 同样 的 讨论 也 适合 于 求解 Riz(m). 

对 渐 近 解 的 k (k > 2) 次 项 系数 2, (t), Ikz(m)，Rkz(m) 可 得 下 列 方程 组 和 定 解 
条 件 


а д. _ 2 
== = Ё.(0)2, + В (9% + Ё.(0), 
dio = : 
ЕУ = Falt) + (tv + №, 
ЕУ = П,Е = Е, (ю)Пьг + Е/(то)Пьу + Съ (т), 
ап, 
а = Ikif (то), 
dRkz 
-RF = F,(m)Rkz + Fy(n)Rey + Нь(т), 
ЗЕ; 
гр = Вь-1/ (т), 


а(2к(0) + Пк=(0)) =0, b(zk(1) + Rez(0)) = 0, 
3% (0) + Пьу(0) = 0, 

Ikzz(oo) =0, Пьу(оо) = 0, 

Riz(—00) =0, Rky(-oo) = 0, 

WO = Í moraya. 
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求解 这 些 问 题 的 过 程 完 全 类 则 于 k = 1 的 情况 , 在 此 不 再 熬 述 . 这 样 渐 近 展开 
式 (3.68) 可 完全 确定 . 用 Х.( u) 表示 (3.68) 的 前 n +1 项 阶 部 分 和 


X, (t, р) = > p” (Zk(t) + Ilxz(zo) + Rez(n)). (3.105) 
k=0 


我 们 把 本 节 得 到 的 结果 写成 下 面 的 基本 定理 . 


定理 3.5 ”如 果 满足 条 件 [Hs.9] 一 [Hs.14], 则 必 存 在 正常 数 jo, 5 和 C, 使 得 当 
0 < p< po B$, 在 曲线 Lo 的 5 领域 中 存在 边 值 问 题 (3.62) 一 (3.64) 的 惟一 解 z(t, u), 
且 满足 不 等 式 


lz, u) – Xat p| < Си", 0 <t<1, (3.106) 
这 里 Lo 由 下 面 三 条 线段 组 成 : 
Loi = {(2, 9,8) |2 = Zo(0) + Пог(т), то > 0, y = 9000), t = 0}, 


Loz = ((z,,t)|z = 2000), у = olt), 0 < t < 1}, 
Los = ((z, u, t)|z = zo(1) + Под(т), то < 0, y = po(1), t = 1}. 


由 于 所 论 边 值 问题 (3.62) 一 (3.64) 是 向 量 情况 , 所 以 不 能 套用 Nagumo 定理 来 证 
明定 理 3.5, 而 需要 利用 边 值 问 题 的 Green 函数 来 证 明 [虽然 证 明 过 程 占据 相当 
篇 幅 , 但 有 志 者 定 可 理解 和 掌握 . 

渐 近 展开 式 中 的 边界 层 函数 Па (то), Ел(т) 都 是 指数 式 衰减 函数 , 在 此 也 不 做 
详细 证 明 . 我 们 只 把 该 性 质 作 为 引 理 提 一 下 [1. 


引 理 3.7 ”对 边界 层 函 数 Ikz(m), Rkz(m) (k = 1,2,… ,n), 有 下 面 指数 估计 式 


[Пез(т)| < Ce “°”, To 2 0, (8.107) 
|Вез(т,)|| < Ce, т <0. (3.108) 


注释 3.5 ЖОЕ [Hs.9] 中 关于 函数 F(z,u,t), (ау, АЖ n + 2 阶 连 续 偏 导 数 
可 要 求 在 Lo 的 5 邻 域 即 可 . 


34 “一般 边 值 问题 
对 Tikhonov 方程 组 (3.62), (3.63) 本 节 将 给 出 一 般 边界 条 件 [80, 84] 
R(z(0, п), z(1, 4)) = 0, (3.109) 


并 引用 Есипова 的 工作 [84] 来 讨论 其 解 的 渐 近 性 态 , КЕ R E: (М + m) 维 向 量 值 
函数 , 而 z 为 合并 y 和 >z 的 分 量 而 组 成 的 (M + т) 维 列 向 量 , B z = (T, zT)T . 


34 ”一般 边 值 问题 : 43. 


在 最 优 控制 理论 中 , 当 为 了 优化 而 加 上 必要 条 件 时 , 就 遇 到 (3.62), (3.63), (3.109) 
类 型 的 问题 . 为 了 方便 表示 , 把 (3.64) 写成 


az(0, u) +bz(1,4)=2*, (0,0) =". (3.110) 


在 下 面 的 推导 中 要 用 到 上 节 对 问题 (3.62), (3.63), (3.110) 得 到 的 结果 定理 3.5, 
因此 我 们 称 问 题 (3.62), (3.63), (3.110) 为 辅助 边 值 问题 . 
假设 满足 条 件 [Hs.9] 一 [Fs.14] , 把 边界 条 件 (3.110) 的 向 量 写成 


а арш Ни +... (811) 


利用 3.3 节 所 描述 的 方法 , 我 们 得 到 辅助 问题 (3.62), (3.63), (3.110) 解 的 如 下 渐 
近 表 达 式 (zo = Ир, т = (t — 1)/n) : 


a(t, и) = 2(t, р) + Пз(т, 4) + Өз(т, н), (3.112) 
其 中 


E(t, u) = 200) + u31 (t) ++ икт) +, 
Hz(ro, = Поз(то) + из (то) + --- + p*Ike(To) ++, 
@z(m = @оз(т1) + pQiz(n) + --- + QZ) +. 


这 个 展开 式 包含 了 参数 z; (k = 0,1,2,...), 我 们 打算 这 样 来 确定 这 些 参 数 , 使 得 展 
开 式 (8.112) 满足 边界 条 件 (3.109). 为 此 , 我 们 将 (3.112) КА. (3.109) HE RER 
成 /的 宕 级 数 : 


R= R + ИВ, +-+ ШВ +... = 0. (3.113) 


于 是 我 们 得 到 方程 序列 Re = 0(k = 0,1,2,:::). 
考虑 方程 组 Ro = 0. 显然 , 向 量 函数 Ro 的 变量 为 zo(0), zo(1), 具体 为 


Ro = Ro(zo(0), 20(1)) = 0, (3.114) 
其 中 
20(0) = 20(0) + По2(0), 20(1) = 20(1) + Qoz(0), (3.115) 


这 里 p(0) = 0), 500) = wGgo(o),0), 而 zo(1) 与 yo(0) KIRAL AC A EHHO 
值 问 是 
z= P00)D, S = fotot), 0) =) (8.116) 


建立 起 来 的 . 
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对 于 边界 层 函 数 , 我 们 有 
Hoy(m) =0, Qoy(n)=0. 


而 Hoz(0) 与 yo(0) 和 (azo(0))i ( 它 是 由 zo(0) 的 前 к 个 分 量 组 成 的 k 维 向 量 ) 的 联 
系 是 由 有 关 方程 组 
аа = = Е(20(0) + Пог, 90 (0),0) (8.117) 
和 定 解 条 件 
а(20(0) + П02(0)) = azo(0) (3.118) 


一 起 建立 起 来 的 . 类 似 地 , Qoz(0) 与 yo(0) 和 (bzo(1))2 ( 它 是 由 20(1) 的 后 M — k + 
分 量 组 成 的 (M — k) 维 向 量 ) 的 联系 是 由 方程 组 


SRo ~ Fa(D + oz 更 (0 (8.119) 
Ti 
和 定 解 条 件 

Маб) + Qoz(0)) = ва) 6120) 


一 起 建立 起 来 的 . 因此 在 (由 М +m 个 方程 构成 的 ) 方程 组 (3.114) 中 , 未 知 量 就 是 
向 量 yo(0) , (azo(0))1 和 (bzo(1)) 的 分 量 , 亦 即 总 共有 М + m 个 未 知 量 . 
& 2$ 为 由 (azo(0))1, (bzo(1))2, yo(0) 三 个 向 量 组 成 的 M + mm 个 未 知 量 , 即 


(azo(0))1 
= | (bzo(1))2 |- (3.121) 
vyo(0) 


我 们 假设 下 面 的 条 件 成 立 : 
[Hss] 假设 方程 组 (3.114) 关于 zi 有 惟一 解 z9, 且 在 该 点 处 的 Jacobi 行列 式 


Dra) (әт) 
=z8 925 / |s;=z9 


2:5 
我 们 来 研究 一 下 A8 的 结构 ， 令 R! Rl R2 38 Ro 分 别 对 其 向 量 值 变量 zo(0) 和 
zo(1) 的 导数 矩阵 


= 48520. (3.122) 


í _ Ro 2 _ ЭВ 
Эо (0) ° = 95) ` 


于 是 有 


дто(0, 25) дто(1,2$) 
3 = det (в | 十 (R2)8 一 0 一 一 0 )， 3.123 
А4 (R) G08 РЕР (R?) Әср s= (8.123) 
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其 中 
(RD8 = Ri(zo(0, 23), зо (а), i= 1,2- 


由 (3.115), (3.122) 


дто(0, z) 
г 


wr | 
0 


0 Em 


2$=28 | 


-|| 


0 


ао 
zš==9 


Əxo(1, 25) 
955 
我 们 更 详细 地 考察 矩阵 (3.124) 中 的 分 块 : 
ðzo(0) _ _ Ә(20(0) + Поғ(0)) _ ӘПог(0) 


9 
=== 


Taz alaz) — — Ясь)" 
如 果 记 
ôlloz A 
Заз: E 
IBA ао) ЖАН (3.117) 对 (azo(0)); 求 导 而 得 到 的 如 下 方程 组 
TI 
É = ВЕР, 
以 及 定 解 条 件 
00) = 及， (00) =0, 
其 中 


F, (zo) 2 Р,(20(0) + По=(то), 90 (0),0). 


Bz0(0) _ д%(0) ‚ Əlloz(0) А 
我 们 写 出 5) = и) + би) ,并 引进 记号 


д20(0) a 9102 А n 
mo O), 90) O 


XE 00 (0) 是 方程 组 


F,(0)00(0) + F,(0)E;, = 0 


(3.124) 


(3.125) 


(3.126) 


(3.127) 


(3.128) 


的 一 个 解 ,这 个 方程 组 是 由 方程 组 F(zo(0), 90(0),0) = 0 对 yo(0) 求 导 得 到 的 , 其 
fP F,(0) = F,(zo(0), %(0),0), F,(0) = Е,(20(0), 90(0),0). MRX Ито) 满足 由 方 


FEH (3.117) 对 yo(0) 求 导 得 到 的 方程 组 : 


名 = Е (т) + Е.(п)60(0) + Fy (70)Em 


(3.129) 
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以 及 定 解 条 件 
а (0) = -abg8g(0)， (0) = 0. (3.130) 
对 于 (3.125) 式 中 的 分 块 矩阵 , 利用 类 似 的 方法 , 我 们 得 到 
дго(1) _ _ 912001) + @2(0)] _ 99020) A eq(0), 


Эго (1))5 962)» Itz > 
HH 0 (п) WEDA 
Q 
£ = Е. (1 (8.131) 
和 定 解 条 件 
6900) = Ем-к, (40) = 0， (3.132) 
这 里 
F,(n) Š Е,( (1) + Qoz(m), 90 (1),1). 
me sa Әхо(1) _ O50(1) , 8Qoz(0) 
(0) _Əvo(0) — Əvo(0) ' 
并 引进 记号 om ag. Qu aQ Бача 
Эл)’ Bo 0° BO 7 
于 是 有 


221) оса, 200) _ l) 


ди (0) 
其 中 外 和 网 为 代数 - 微分 方程 组 初 值 问题 


Е a dm +- š 
В+ Ёт =o, 0 = fe +J, 1000) = Em (3.133) 


的 解 , НР, 2 р, (201), 9(1),1), Im P,, fe AR f, ARMEL. 函数 cQ (n) 满足 
由 方程 组 (3.119) 对 yo(0) 求 导 得 到 的 方程 组 


Eo = F,(m)X@ + Е. (1) а) + Бут) (3.134) 
以 及 定 解 条 件 
50) = -588), C@(—oo) = 0. (3.135) 
我 们 现在 讨论 方程 组 R = 0 (k > 1), 显然 它们 有 如 下 形式 : 
Re = (Е1)02к(0) + (В2)ожь (1) + re = 0, (3.136) 
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其 中 非 齐 次 项 rk 只 依赖 于 i < 的 [az (0) , [bzi(1)]2 以 及 yi(0). 由 于 
Tk = Zk + llkz + Qkz, (8.137) 


而 且 对 k > 1, 在 (3.137) 中 所 有 的 项 都 是 用 线性 微分 方程 组 的 初 值 问题 来 确定 的 . 
此 外 , 在 这 些 方程 组 的 初始 条 件 中 , 都 只 是 线性 地 依赖 于 [azx(0)]1, [62к(1)]2 和 yx(0). 
因此 我 们 断定 : 方程 组 (3.136) 是 未 知 量 [azx(0)]1, [62ь(1)]2, 和 ук(0) 的 线性 代数 方 
程 组 . 令 z; 为 由 三 个 分 块 [azk(0)]1, [62ь(1)]2 和 ук (0) 做 成 的 М + m 维 向 量 ; 于 是 
(3.136) 就 是 一 个 含有 z; 的 M +m, 个 分 量 的 M + m 维 线性 代数 方程 组 . 这 个 方程 
组 的 系数 行列 式 为 


о 102% (0,24) | (Rayo дл (15 zk*) | 
A? = det (8) о + (EP) А.) (3.138) 


其 中 
Əxk(0, z£) # Əxk(1, z£) 


ra ðr 
BABAR (8120, (9125) 完全 一 样 只 是 应 将 其 中 的 下 标 0 BER k 即 可 .我 们 可 以 
证 明 Др = A8、， 为 此 ,只 需 证 明和 矩阵 зарар D) 和 =: 20) 中 的 分 块 类 似 于 在 
(3.124), (3.125) 中 相应 的 情况 都 由 同样 的 方 稳 组 和 定 解 条 件 所 确定 . 
作为 一 个 例子, 考虑 在 2240. zD 中 的 分 块 -Bax(0) ， 


Bazr (OF 
дгһ(0) _ O(zxk(0) + Tkz(0)) _ _ƏIIkz(0) = (a), 
aa Әја(0) бег) T 
这 里 ЕП (ro) 满足 将 Ikz(m) 对 [аль (0), 求 导 得 到 的 方程 组 : 
& = Р.т), (3.139) 
以 及 条 件 
ар (0) = Ek, (оо) = 0. (3.140) 
对 于 & 的 问题 (3.139), (3.140) 与 对 于 EF 的 问题 (3.126), (3.127) 完全 一 样 , 因 
Ж ё = 68. 


于 是 我 们 证 明了 A} = До. 由 于 A9 Z 0, 根据 [Hs s], 那么 对 大 = 1,2,…, 可 以 
从 方程 组 (3.136) ЖН 区 而 得 到 解 zx = 20. 

于 是 我 们 可 以 逐次 地 得 到 (3.111) 式 中 所 有 的 参数 , 从 而 得 到 展开 式 (3.112) 中 
所 有 的 项 . 这 就 是 问题 (3.62), (3.63), (3.110) 解 的 渐 近 展开 式 , 这 个 解 存在 , 而 且 在 
某 种 意义 下 是 惟一 的 . 
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定理 3.6 ”如 果 满 足 条 件 [H3.9] 一 [Hs.1s], 那么 存在 常数 jo > 0,6 > 0 #l C > 0, 
使 得 在 曲线 Lo 的 5 邻 域 中 , 问题 (3.62)，(3.63)，(3.109) 有 惟一 解 хи), НЯ 
0<:<1,0<р< р 满足 


| z(t, u) — Х.и) |< Си", (3.141) 
其 中 X,,(t, u) 是 级 数 (3.112) 的 前 п + 1 项 部 分 和 . 


注释 3.6 ”如 果 方 程 F(z,y,t) = 0 有 不 止 一 个 解 , 而 且 还 如 果 方 程 Ro = 0 有 
几 个 解 , 那么 可 能 存在 几 个 在 定理 中 指出 类 型 的 解 。 因此 对 于 问题 (3.62), (3.63), 
(3.109) 来 说 , 在 大 范围 内 没有 惟一 性 . 

W $ a(t, u, 2°) EEEE (3.110) 中 z* 为 z2 的 问题 (3.62), (3.63), (3.110) 
的 解 ,并 将 R(z(0, и, z9), z (1, u, za)) 看 成 是 zo M p IRR. 令 A(z9, u) 为 行列 式 D(R) 


D) 
我 们 来 证 明 
A(z9, и) = До(2°) + О(и), (3.142) 
其 中 Ao(zo) = ре 是 上 面 引 进 的 行列 式 (3.122), 在 此 用 变量 z0 КАР а. 
行列 式 A 的 元 素 为 
R'(z(0. 20), z(a 29) ооо, рае) (8.143) 
由 在 文 上 ] 中 的 结果 推出 
2(0, p, 2°) = 29(0,z9) + Toz(0, 2°) + О(и), 
(3.144) 
2(1 и, 29) = 29(1,20) + Qoz(0, 2°) + O(p), 


FEP olt, z9) 是 退化 方程 (3.116) WE go (0) = 如 的 解 ; 而 Пог(то, 20) 和 Qoz(m,zo) 
是 相应 的 辅助 方程 组 分 别 满足 条 件 
a(Tloz(0,z°) + 20(0, 2°)) = az? , По2(+00, 20) = 0 
和 
b(Qoz(0,z9) + 20(1,20)) = 520,  Qoz(—00, 27) = 0 
的 解 , 以 及 Поу = Qoy =0. 
sape 2206622) 满足 由 方程 组 (3.62), (3.63) 对 20 求 导 得 到 的 方程 组 : 


d / дг 
ka Е» (2, она 


Í (8.145) 
A (25) = f-(z,v, 025 + fy(z,y, 921, 
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以 及 从 (3.110) 得 出 的 定 解 条 件 
в 2 2] =-=. 
че Восы a 
Oy /lio Әу ) |1 j 92° о 


方程 组 (3.145) 类 似 于 方程 组 (3.62), (3.63), 它们 主要 不 同 在 于 / (通过 z(t, p, 2°) ) 
以 非 正则 的 方法 进入 (3.144) 的 右 端 . 因此 定理 3.5 的 结果 不 能 直接 用 于 (3.145), 
(3.146). 然而 , 把 方程 组 (3.62), (3.63) 和 (3.145) 联合 起 来 , 并 以 (3.112) 和 (3.146) 
为 定 解 条 件 , 我 们 就 可 以 利用 定理 3.5 的 算法 来 得 到 联合 问题 解 的 渐 近 展开 , 虽然 这 
个 联合 问题 并 不 直接 满足 所 有 [Hs.9] 一 [H3.14] 的 条 件 , 但 是 经 过 对 未 知 函 数 进行 适当 
的 变换 ( 见 [85]), 即 可 转变 成 问题 (3.62)-(3.64) 的 形式 , 并 且 证 明 它 满足 定理 3.5 的 
所 有 条 件 . 因此 (3.145), (3.146) 的 解 满足 


(5=), = (=), +m (55 z) + (55) +06. (3.147) 


我 们 更 仔细 地 讨论 一 下 (3.147) 式 中 的 每 一 项 . я (5= 5), 是 方程 组 


2 Jo 
а Г ду ду 
alas), -7.®(55), +7.6 (55), 
的 一 个 解 СРР. = F.Go(D),D(D),D, М ,了 。 和 了, 类似 地 定义 ), 且 根据 
(8.146), 它 满足 初始 条 件 (5%) =o, 因此 
0 


olt= 


(85), =0. (3.148) 


(3.149) 


= Ем. (3.150) 
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我 们 现在 考虑 边界 层 函数 , 按照 求 得 问题 (3.145), (3.146) 解 的 渐 近 展开 式 (3.147) 


的 方法 , 我 们 有 
(5%) =%(25) =0. (8.151) 
因此 从 (3.148) —(3.150) 即 得 
ORI 


(=) |a= (2). (3.152) 


EON 项 范围 之 内 . 函数 To (75 其 ) 是 方程 


=E, 


以 及 


20648) ым) em 
满足 定 解 条 件 
all (25) КЕ? n (25) Е (3.154) 
的 解 . 函数 (55) 满足 方程 组 


Z (№(25)) == :nm (25) +84) (25) Сез а), (0) (8155) 
和 定 解 条 件 
Oz 


ат (55) ры (25) ©: (25) aaa TO (8180) 
现在 把 矩阵 (>=). SAER (3.124) 进行 比较 , 并 利用 (3148) —(3.156) 我 们 
找到 
的 |. = 250029) +0). (3.157) 
类 似 地 有 


( ðr )| = 202) ои). (3.158) 
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于 是 所 需要 的 关系 式 (3.142) ЖМЕМ (3.143), (3.144) 和 в 对 其 向 量 值 变量 的 连 
ЗЕЕ (3.157) 以 及 (3.158) 得 出 . 

由 条 件 Ao(z8) # ОЯ R(zo(0,z9),zo(1,z9)) Xt z9 导数 的 连续 性 推出 , Ao(z9) 在 
Aag 90, 以 5 为 半径 的 某 个 球 S; 中 不 等 于 零 : 


До(20) #0 Jtr? є 55. (3.159) 
于 是 从 (3.142) 推出 , 对 充分 小 的 jo, 4 0 < и < jo 时 有 
2(2°, и) #0 对 zo є 55. (3.160) 
考虑 函数 R(zo(0, 20), zo(1, z9)), 从 (3.159) 推出 , Æ R KWASA НЕБА fE 
18 R = R(zo(0,zo),zo(l,zo)) 在 35 与 w 的 点 之 间 实现 了 一 一 对 应 . 由 于 根据 定义 有 
R(xo(0, 29), zo(1, 28)) = 0, (3.161) 
所 以 x 变化 空间 中 的 点 8 对 应 于 民 值 空间 中 的 点 R= 0. 
我 们 注意 到 S, По ВЫ и 3626, 于 是 在 尽 的 值 空间 中 存在 一 个 以 R = 0 为 中 
心 , 以 = 为 半径 的 球 S, 848 S, c o. 
现在 考虑 函数 R(zo(0,n,z9),zo(1, и, 20). 根据 (3.144) 有 
R(z(0, и, 2°), 2(1, 1,2°)) = R(zo(0, 2°), zo(1, 2°)) + О(р), (3.162) 
ВН (3.160) 推出 在 R 的 值 空间 中 存在 区 域 w(y) 使 得 
R= R(zo(0, и, 2°), то(1, и, 2°)) 
在 55 的 点 与 vlu) 的 点 之 间 实现 一 一 对 应 ; (3.162) 式 说 明 Tlu) 的 点 相对 于 © № 
点 移动 了 一 个 不 超过 Olu) 的 距离 ， 因 此 , 如果 р 充分 小 , 则 有 S, c G; 特别 , 点 
R=0 位 于 w(u) 中 . 从 而 S, 含有 惟一 使 得 R(z(0,u, X? (u)),z(1, u, X? (u))) = 0 № 
点 X9% (u). 这 就 意味 着 对 于 z* = X9%(u) 时 (3.62), (3.63) 的 解 X (t, и) 满足 边界 条 件 


(3.109). 亦 即 
R(X(0,u), X(1, 4)) = 0. 
我 们 现在 来 证 明 估计 式 (3.141) М п = 0 Bf, (3.141) 式 就 推出 定理 关于 解 X(t, u) 
的 存在 性 和 惟一 性 结论 . 关系 式 (8.160) 和 R(z(0, u,z°), z(1, и, z9)) Ж 20 连续 导数 
的 存在 性 推出 R = R(2(0, и, 2°), 2(1, и, =°)) 的 反 函 数 z0 = z (R, п) 的 存在 性 , 它 在 
w(u) 上 有 定义 , 关于 R 有 连续 导数 , BË R e G(u), WA 


Ә29(Р, 
| <c. (3.163) 
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考虑 方程 组 (3.62) 满足 

az(0, и) +62(1 и) =2, V0,p) =Q (3.164) 

的 解 z(t, и, 20). 根据 (3.161) 和 (3.162) 这 个 解 满足 
R(z(0, и, 29), z(1, и,29)) = R(zo(0,z0),zo(1,z0)) + Olu) = О(и). 
而 且 还 有 
R(z(0, и, Х9(и)), = (1, Х9(и))) = 0. 
于 是 利用 (3.163) 推出 
| Хи) – 20 |< Си. (3.165) 


我 们 从 п = 0 开始 证 明 估 计 式 (3.141). 把 问题 (3.62), (3.63) 满足 z* = X°% (u) 
时 的 解 Xt u) 与 满足 (3.164) В z(t, р, 29) 进行 比较 . 由 于 (3.145), (3.146) 的 解 
Pelta) 对 aoe 5s,0 < t S 1,0 < p < po 是 一 致 有 界 的 , 因此 从 (3.165) 即 得 


Ta 
I X(t, u) — z(t, p, 20) |< Си (3.166) 


X$ O <t <1,0 < д < po 成立. 但 是 Xo(t, u) 是 问题 (3.62), (3.164) 解 的 零 次 近似 ， 
因此 有 


| z(t, и,29) — Xolt, р) |< Cu, 0 <t<1. (3.167) 


于 是 对 于 n = 0 的 关系 式 (3.141) М (3.166) 和 (3.167) 式 得 出 . 
对 于 任意 w 我 们 证 明 (3.141) 进行 如 下 . 我 们 用 条 件 


(29), = 20 + май +5: р 


代替 定 解 条 件 (3.164) 中 的 向 量 20, 其 中 хо 是 由 上 面 的 算法 所 确定 . 用 (20), 代替 
z8 重复 上 面 的 推理 , 我 们 看 出 Xu) 满足 


II X°(p) — (29), |< Сит. (3.168) 
这 是 前 面 构造 过 程 的 结果 : 
R(2(0, p, (2°)n), z(1, n, (2°)n)) = Ro + ui + pRa +--+ + pr Rn + On?). 

关系 式 (3.168) 和 ECAI) 对 0 <t< 1,0 < p < po 的 一 致 有 界 性 推出 : 

Г X(t, u) — z(t, u, (2°)n) [< Си", (3.169) 
但 是 

l| z(t, и, (2°)a) — Хы, u) [< Си". (3.170) 
因此 对 任意 ”的 (3.141) 式 就 从 (3.169), (3.170) 式 得 出 . 这 就 完成 了 证 明 . o 


第 四 章 ”无穷大 解 的 初 边 值 问题 


ал ”数量 情况 时 无 穷 大 解 的 初 值 问 题 
讨论 下 面 二 阶 方程 初 值 问 题 [1] 


и = A(y,t)z + В(у, 0), (4.1) 
ау _ 

а= у (4.2) 
(0, р) = 0°, 2(0,и) = =, (4.3) 


这 里 y, z ER, п> 0 是 小 参数 , y, 20, 是 给 定 的 初 值 . 

如 果 二 阶 方程 的 右 端 关于 一 阶 导数 是 线性 的 , 一 般 而 言 , 导数 在 初始 点 上 = 0 会 
产生 无 穷 大 初 值 . 这 就 是 初 值 (4.3) 这 样 给 出 的 原因 . 

[Ha] 假设 Aly, t), B(y,t) Æ D = ((u,t)| A < y < B, 0 < t < T) 上 无 限 次 可 
Ж. 


4.1.1 ЛЯНЕ 


构造 问题 (4.1) 一 (4.3) 渐 近 展开 式 如 下 : 
y(t, и) = g(t, и) + Пу(т, p), (4.4) 
z(t,u) = Z(t, u) + Паб), =, (4.5) 


и 
函数 у 和 z 的 正则 级 数 具 有 相同 形式 (z = (g(t, и), z(t, и))т) 


Z(t, и) = Zo(t) + p31 (t) +-+- + Ак (0 + (4.6) 
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但 边界 层级 数 IIy(7o, и), Па (то, и) 是 不 一 样 的 


Пу(т, u) = Поу(то) + ИПу(то) + -- + и Пьу(то) +-+ (4.7) 
Hz(zo, н) = p~ И 12(70) + По2(то) + ИП 2(то) +- + и^Пь2(то) ++. (4.8) 

确定 渐 近 解 正 则 级 数 主 项 的 方程 为 
0= Alot) L Bot), SË = x, (49) 


其 中 初 值 各 (0) = у" 待定 . 因为 Toy(m) 一 般 不 为 零 , 所 以 它 是 无 穷 大 解 所 特有 的 
性 态 . 
求解 边界 层 项 П.а (то), Hoy(m) 的 方程 和 初 值 为 


= A(y* + По, 0)П 12, (4.10) 
dIoy _ 
a П_12, (4.11) 
П_12(0) = 291, Поу(0) = – у". (4.12) 
暂时 未 知 的 y* 将 由 下 面 的 条 件 确定 
П_12(оо) = 0, Поу(оо) = 0. (4.13) 


Ë 2 = П_12(7), 9 = #000) + Doy(ro), 则 问题 (4.10) 一 (4.12) 化 为 
| É = А90), (а.м) 
2(0) = 20,, (00) = 0, # (оо) =. (4.15) 

方程 (4.14) 是 可 分 离 变量 型 的 , 积分 后 有 


z(a) = [Aly, ay, (416) 
B 
Bp 
g = ўд А(у,0) dy. (4.17) 


Я g = v* 是 自治 方程 (4.17) 的 平衡 点 , 在 此 稳定 性 条 件 可 这 样 提 : 
[82] 假设 Aly, t) <0, A <y < B. 
如 果 在 (4.16) 中 令 zo = 0 可 得 确定 y* 的 方程 


2. = f ” Aly, Oay. (4.18) 
А 
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因为 (4.18) 是 非 线性 的 , 所 以 要 求 它 的 解 存在 . 
[Наз] 假设 方程 (4.18) 关于 y" 可 解 , 并 且 y? 在 平衡 点 y* 的 影响 域内 . 
[Наа] 假设 下 面 初 值 问 题 有 解 go = olt), 0 < t < T, 
Аб» ЗВ + В =0, ви. 
求 出 golt) 后 , 就 能 确定 


в = 0, Пов) =i), Tien) = zo) = 00, 


这 样 渐 近 级 数 的 零 次 项 都 能 确定 . 
Xİ k > 1 写 出 确定 g(t), zs (t) 和 Пьу(то), IHkz(mo) 的 方程 和 边 值 


Be доа) + ВФ, b), 
а (4.19) 
= 2.(0), 
Te AW) + Арто) нО) + Па) + к-во, 
(4.20) 
WY п, а, 
ат 


这 里 А(то), А, (то) 都 是 在 (如 (0) + Поу(то),0) 点 取 值 , pk_i(mo) 是 已 知 的 复合 函数 ， 
而 gx (0) 待定 . 类 似 于 对 (4.10), (4.11) 的 讨论 , 先 作 变量 替换 


9» (то) = 9 (0) + IJky(mo)， (4.21) 


把 方程 组 (4.20) 变 成 


= А(то)П, 12+ Ay(T0)l12(T0)ğk + pr-1(70), 
In (4.22) 


并 写 出 初 值 
Ik-12(0) = 一 至 -1(0)， 9%(0) = 0. (4.23) 


求 出 初 值 问题 (4.22), (4.23) 的 解 Hk_lz(mo), д (то) 之 后 , 考虑 到 JIky(co) = Пк-12(оо) 
= 0, 从 (4.20) 积分 后 有 


Iryl) = — f ü Пь-12(8)4в. (4.24) 
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关于 边界 层 函数 Пьу(то), Пь-12(п) 的 指数 衰减 性 将 在 后 面 再 提 . 可 以 认为 广义 积 
分 (4.24) 是 收敛 的 . 把 (4.24) 代入 (4.21) 并 令 то = 0 可 求 得 д.0), BP 


9%(0) = f Е Пь_12()аз. (4.25) 
再 从 方程 组 (4.19) 和 初 值 (4.25) 就 能 确定 9(0), 2600). 
记 X, (t, u) 是 渐 近 展开 式 (4.4), (4.5) 前 n 项 部 分 和 , 我 们 有 下 面 结论 


定理 4.1 ”如 果 满 足 条件 [Haj] 一 [H44], 则 存在 常数 po > 0, C > 0, 使 得 当 
0 < n < po 时 , 问题 (4.1)—(4.3) 的 解 z(t, u), y(t, и) 存在 惟一 , 且 有 下 面 不 等 式 


(6 и) — Хп) < Ср", 0 <t <T. 


注释 4.1 ”同样 可 以 把 条 件 [H] 改 成 函数 Абу, t), B(u,t) 在 曲线 Lo 的 某 个 
6 管子 中 对 y 和 + 上 有 п+2 阶 连续 偏 导数 . 


定理 4.1 的 证 明 可 参照 定理 2.4 的 证 明 步 骤 进 行 , 只 是 在 细节 上 赂 有 差别 . 本 问 
题 在 构造 渐 近 展开 式 时 所 得 到 的 边界 层 函 数 仍 具有 指数 衰减 的 性 质 (k > 1): 


IHkz(ro)l < Се", To > 0. (4.26) 
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本 节 我 们 将 讨论 下 面 类 型 的 方程 组 初 值 问题 [3] 
uzi = Аз (ул, у, t)zi + Апо (ул, Y2, t)z2 + Bi (ул, 00, t), 


И = 2, 
шд = Ал (у, + Аз2(01, Y2, t)z2 + Вз(у1, 02, t), 
05 = 22. (4.27) 
0 21 
OW)= 21(0,и) = м, 
Sj -2a 
92(0, и) = 02.  z2(0,4) = т (4.28) 


这 是 问题 (4.1) 一 (4.3) 当 у, z € R? 时 的 情形 . 对 于 y, z e Rn, 如 果 在 (4.1) 一 (4.3) 
中 令 y = b, nz = 2, 则 就 得 到 一 个 等 价 的 2n 阶 临界 情况 初 值 问题 [86, 87]. 


421 渐 近 解 的 构造 
问题 (4.27), (4.28) 的 渐 近 表达 式 为 


Yi = #0(0) + upa (t) + --- + Пои (т) + ит) + ---, 
Zi = Zio(t) + ра (t) +- + pI 12(7) + Поа (т) +-+, (4.29) 
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ЗН z = t/u. 
[Has] 假设 函数 Arlu y2 t), Bilun vat) (ik = 1,2) Æ D ЕН 
数 , D = {0 <t<1, luil <4,i=1,2}, 其 中 1 是 某 个 常数 . 


由 边界 层 函 数 法 可 得 
Аз (ўзо, 920, ) 210 + 4lz( 页 o, 920, #) 220 + Вл (ino; 20t) = 0, 
9910 _ > 
гав. 210, 
An (ло, оо, 6) 10 + А22(9ло, 920, #) 220 + Вг (ло, Яго, t) = 0, 
9920 _ > 
— = 0. 4.30; 
ав 70 (4.30) 
а-а АП за + АП 122, 
ат 
dion: _ Пла, 
ат 
ы = Аз Пл + А2122, 
doy д2, (4.31) 
dr 


其 中 Äi (i,k = 1,2) 均 表 示 函 数 Au. 在 点 (9ло(0) + Hoyi, 920(0) + Поу», 0) 处 取 值 
相应 的 初 值 为 
I 页 o(0) + Doy: (0) = yf, П_121(0) = 201, 
02000) + Поуз(0) = y2, П_122(0) = 291. (4.32) 
自然 , 边界 层 函 数 How, I_izi (i = 1,2) 满足 在 无 穷 远 处 衰减 条 件 : 
Hoy(co) =0， П-_121(0о) = 0, (4.33) 
Joyz(co) =0, П_22(оо) = 0. 
а= ен О) Е 
Аз. (зо, 920,ё) A22(ğ10, 920, t) 
[Нав] 假设 在 D 内 矩阵 42x2 的 特征 值 满足 : ReXi(t) < 0 (i = 1,2). 
Нат] 假设 下 面 全 微分 式 子 成 立 
Ан (ул, ya,0)dy + Ai2(y1, уз, 0)dy2 = АМ: (y1, 2), 
Azı (ул, Ya, 0)dyi + Аз2(ул, Y2, 0)dy2 = dM2(y1, 2). 
这 里 给 出 假设 [H4.7] 仅 涉 及 推导 的 方法 , 而 不 涉及 问题 的 本 质 . 
由 [На], 在 (4.31) 中 关于 т 从 co 到 п 积分 一 次 得 到 


| Чаи: — М, (p10(0) + Под, ga0(0) + Toya) — Mi (100), gəo(0)), 


dr 
аПоуг 
ат 


= М2(9ло(0) + Поул, 920(0) + Поу) — М2(910(0), 92о(0)), (4.34) 
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或 者 
ILiaa(r) = Мио (0) + Пор, #2o(0) + Поуг) — Ма(1о(0), 920(0)), 
{ П_122(г) = М2(9о(0) + Поу, 90 (0) + Поуз) — М2(91о(0), 920(0)). (4.35) 
ДЕ (4.35) 中 令 + = 0, 得 到 初 值 的 关系 式 : 


I 29 _ı = Mı (y?, y2) — М.(910(0), 920(0)), 
29, = М2(9,9) — М2 (910 (0), 920(0)). (4.36) 


[Нав] 假设 方程 组 (4.36) 在 D ЕН {91 (0), 90(0)}. 
由 [Нав] 从 (4.30) 可 得 确定 pio (i = 1,2) 的 方程 
Зо = Rolt) ао, 0, i=1,2 (437) 
Hao) 假设 方程 组 (4.37) 和 初 值 fo(0) (i = 1,2) Æ 0 < t < 1 上 有 解 Diol). 
这 样 {yio(t), zio(t)} 就 确定 了 . 再 回 到 (4.34) 和 边 值 : 


Ioy:(0) = y? — io(0), Поу(оо) = 0. (4.38) 


为 了 保证 Пор (i = 1,2) 的 存在 需要 给 出 下 面条 件 

[Hao] 假设 在 相 平面 (TIoy, Moya) EEE (00 — 91000), 3 — 92о(0)) Е т 
оо 时 进入 平衡 点 (0, 0) 的 轨 线 上 . 

这 样 Hoy 和 II_1z 就 确定 了 , 并 有 指数 估计 


(Поу (т)| = Ce”, — |H _iz()| = Ce“, (4.39) 
其 中 C 不 依赖 于 и. 
继续 求 ga (0), za (8), Поль, lys 它们 满足 下 面 方程 组 
Zuo = Anzn+ Аёл + 2o0[(4i), pi + (Ац), 921] 
+010412), 1 + (Апа), 721] + (Вл), Эла + (Ё), ә, 
а; 
а в. б А (4.40) 
тар = Аз2ы + Аза + Ро[(Аз) у, би + (Аз), 1] 
а +201042), ди + (Аг), 921] + (B2), з + (з), 1, 
ча = Z 


这 里 Air = А. (ўзо, зо, t), В; = В(9ло, ўзо, t) (i,k = 1,2). 
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Toa = АшПол + Ãr2Noz2 + П 1211041), (91:00) + Ши) 
+041), (9100) + Плуз)] + П-122[(Азз) (J11 (0) + Ш) 
+(А2)» (92100) + Плуе)] + p1, 


аши _ По, 
4 (4.41) 
Toz = 和 Toa + АвПога + Пла) (i(0) + Пия) 
+0421). (92100) + Пу] + П_1221042),, (911 (0) + Шу) 
+(A22)y (92100) + Пу] + з, 
= Iloz2, 
其 中 


À = А (01000) + Toys, go0(0) + Поу», 0), ËB, = В(910(0) + Пой, Va0(0) + Поу» 0), 


= B, — № +112 (Ан) ито (0) + (Аи) тео (0) + (Ан)ит] 
+1-125[(Ао).т9ло(0) + (Ао) то (0) + (Ав). (4.42) 


请 注意 在 (4.41) 中 ga (0) G = 1,2) 是 暂时 未 知 的 . 相应 于 方程 组 的 初始 条 件 为 
По2:(0) = —ža (0), — Ingyi(0) = —a(0). (4.43) 


我 们 有 下 面 等 式 


di; Tan + 有 sue 


d З 
(даши + Аз Пур) = z Ши + yz +Aa Ар 


dr 


= В + ей + malaya SB 


L+ РА Tor) 
ида), 100 + (До), и 
= АнПоз + рабы + Пил (А). Hiz + (Аал), П—122] 
Пу (Ао), П-12л + (А) П] 
= Än loz: + MioIloz + П-121 (Ан). Паул + (Ав) Пи) 
+ILaza[(4a)mIDny + (Аз) Піу). 
利用 全 微分 的 等 价 条 件 : (Да), = (Аа), 可 得 


d ,7 А z > > Е 
qr allin + А2П1у2) = Aallozi + AioIloz2 + П-121 (4а), Tiy + (Aa), По] 
+0122 [(Аво) и, IDn + (Ao) Ше]. (4.44) 
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因此 可 以 把 (4.41) 中 关于 Поа 的 导数 写成 


Hoz L (Aay + jathi) + mO 08 +0) 08 р. (445) 
在 (4.45) 两 边 对 т 进行 积分 
DE = 和 my + Дацо + О — Aa (Po (0), 90,0) 
+ (01да — An(Bo(0),0(0),0)) + [7 нба». (4.46) 
E (4.46) 中 令 r = 0 后 把 
Ча] _ = m0) = -a000) 
TI (0) = —911(0), Inya(0) = —ğ21 (0) 
代入 可 得 : 


—20(0) = Aa|+=o(—pui(0)) + Aialr=0(—g21(0)) + 1(0) Aalr=0 — hi(0) Aa (91о(0), 
Va0(0), 0) + до: (0) 4iz|-=o — 92100) Ааа (Bio (0), ğ20(0), 0) + б Wi(s) ds, 
即 
20(0) = p11 (0) Ai (910(0), 920(0),0) + g2 (0) А:2(7:0(0), 20(0), 0) + f С pils) ав. (4.47) 
整理 后 有 


Ал (91000), 920(0), 0) 11 (0) + А12(910(0), ğ20(0), 0) 51 (0) = 210(0) 一 Г Чл (5) з, 


Аз (Bo (0), 920(0), 0) 11 (0) + A22(710(0), 92о(0), 0) 821 (0) = 220(0) 一 r pals) ds. 
这 是 关于 ga (0)( = 1,2) 的 线性 方程 组 , 因为 其 系数 矩阵 行列 式 不 等 于 零 , 可 求 出 
ӯ (0). 随后 由 (4.40) 可 求 出 ga (t), 紧 接着 za (t) 相应 确定 . 进而 从 (4.46),(4.43) 组 
成 的 初 信 问 题 可 求 出 ибо), 再 利用 关系 式 SID: = n, 确定 Понт). 继续 上 面 
的 做 法 , 可 逐次 求 出 以 后 各 项 . 为 了 说 明 问 题 , 在 此 我 们 仅 求 出 渐 近 解 的 前 两 项 就 够 
т. 

4.2.2 ” 解 的 存在 性 和 渐 近 解 的 余 项 估计 
定理 4.2 ”如 果 满 足 条 件 [Hs.s] 一 [H4.10], 则 存在 常数 po > 0, С > 0, 使 得 当 
0 < p< po 时 , 问题 (4.27), (4.28) 的 解 存在 , 并 有 余 项 估计 
(ёш) — (Bo + Пош(т))| < Си, i= 1,2, 
аи) — (Zo + и ЧЕ лат) + Пож(г))| < Си. (4.48) 
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证 明 ”我 们 引进 下 面 的 差 (这 里 和 往 下 i = 1,2): 


{ vi = yilt, u) — [Bio (t) + Toyi(7) + uga (t) + И (т)] = yi — Ya, 


u; = z(t, и) — [Zio(t) + и IL_izi(r) + Ilozi(r)] = z — Zio- (A.49) 
计算 可 得 
пай = Ааш + Agua + (Аа) + (Аа), 02]210 


904) + (А) 0] 220 + (Bi)y vi + (В) +Gi, (4.50) 


dv; 
ч (4.51) 


ЖФ (Аа), = Aa (л, Ви, Gi 有 下 面 两 条 性 质 : 

1)Gi(u, и, и) = О(и), 0 <t <1; 

2) 任 给 u > 0, 总 可 以 找到 go > 0 和 uo > 0, 使 得 当 | ш |< бо, | w |< ёо, 
Па < бо, || & |< бо, 0 < z < po 时 ,有 


|Gi(u1, чо, л, оз, t, 4) — G (b, о, 62, р) < ullu — | +(1+ 28-0) [9-91]. 
这 样 (4.50), (4.51) 加 上 初 值 : 
щ(0, и) =0, vi(0,4)=0 


构成 方程 组 的 初 值 问 题 . 往 下 的 讨论 类 似 于 数量 情况 . 
从 (4.51) 可 得 


(6 и) = f ai ds. (4.52) 
0 
把 它 代入 (4.50) 
Я t t 
пан = Апаш + Ари + [(Ап)и J u ds + (Ao): [ шо 93] 210 
t t ti 
+[(А2) и f ш ds 十 (Ai); f uz 48] 220 + (Bi)y, f uds 
t 
+(Bi)y, [ аз + С: 
t t 
= Апаш + Аа + Pa | wds+ Po || из ds + Сі, (4.53) 
о 0 
把 (4.53) 写成 等 价 的 积分 方程 


t 3 
utu) = Í Wasipa) ива + Glas, (4.54) 
` 
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其 中 W 是 线性 方程 p% = Au 的 基本 解答 阵 , P(s, u) BERIE, 而 G = (C1, 02)". 
再 把 (4.54) SR FEER 
u(t, u) = f Í K(t,q, и)ща, и) dq + S(u, t, и), (4.55) 
其 中 K(t,q, u) 是 矩阵 核 : 
кұ = fiwe )P(s,u)d 
(фаи) = Ки SAPs и) ds, 
它 有 下 面 估计 
Пан «Са +07), o<q<t<ı, (4.56) 


而 S 具有 与 Q 相同 的 两 个 性 质 . 
利用 核 K 的 预 解 式 R, 得 到 的 下 面 表达 式 


u(t, ш) = S(u,t, u) + f R(t, s, и)5(и, s, и) ds = J(u,t, и), (4.57) 


预 解 式 R 具有 与 K 同样 的 估计 (4.56), 并 且 算 子 J 具有 与 8 和 S 相同 性 质 . 
最 后 对 (4.57) 采用 逐次 逼近 法 , 可 证 明 方程 (4.57) 解 的 存在 和 估计 || u |< Cu, 
| о |< Cu. 由 此 不 但 推出 解 yi,zi 的 存在 性 , 并 且 给 出 了 余 项 估计 式 (4.48). 口 
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431 ” 单 边界 层 边 值 问题 
我 们 将 讨论 同样 的 方程 组 (4.27), 但 给 出 下 面 边 值 


(0,p) = 0, nh, u) = ut, 
vO, и) = 0, (1,0) = 0. (4.58) 
在 此 假设 满足 条 件 [H4.s] 一 [H4.10]， 可 以 用 解决 初 值 问题 的 方法 来 讨论 (4.27)， 
(4.58)， 把 初 值 (4.28) 中 的 22,2, 考虑 成 参数 ， 它 们 可 这 样 选取 使 得 (4.27)， 
(4.28) 的 解 就 是 (4.27), (4.58) 的 解 . 
根据 上 节 的 结果 
yilt, р) = Folt) + Пои(т) + Olu), i=1,2, 
zi(t, и) = zi0(t) + p12(7) + Поа (т) + О(и). 
特别 在 t= 1 Bf, 


yi(1, u) = #о(1) + О(и). (4.59) 


` 
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从 关系 式 (4.36) 看 出 io(0) 依赖 于 z _,, 但 从 (430) 可 知 golt) 依赖 于 po(0), 
所 以 fo(1) В 291. ЖЭ (4.59) 


%: (1, u) = Tio(l, 221,291) +О(и). (4.60) 
我 们 将 这 样 选择 20, 使 得 
vi(l, u) = yi- (4.61) 
М (4.60), (4.61) 可 得 
Foll, 21,—1,22-1) + Olu) = и. 
S =0, 化 成 方程 
#0(1,20 1,291) =. (4.62) 
假设 (4.62) 关于 20_, 可 解 , 并 且 


Роль а), 28.1), 
Defn) 
由 此 可 得 , 在 (201,291) № р WIRE (zt 123,1), 使 得 (4.27), (4.28) 的 解 当 
201 = 24] 时 满足 (4.58). 可 以 看 出 21 是 zi 的 主要 项 , 并 满足 (4.62). 271 
的 高 阶 近似 可 以 在 构造 (4.27), (4.28) 的 高 阶 渐 近 解 时 得 到 . 
往 下 证 明 行列 式 (4.63) 非 零 . 具体 写 出 (4.62) 和 (4.63) 


{ #0(1,20 1,291) = Yi» 
2о(1, 201,291) =. 


0. (4.63) 


Ә%ло(1) д%ло(1) 
(910,90) _ 921 = ER 
Dla a 294) |9926o(1) Əg2o(1) 


92 1 922 1 
记 
д%10(1) д90(1) 9810(0) Əino(0) 
ASS. Oy10(0) Oy20(0) a 92: 82 
Oya0(1) дбзо(1) | 9%(0) Ә90(0) |` 
291000) 99 (0) 0:0, 9201 
考虑 到 


ToC) _ Əpo(1) po() | Gio(1) 3200) 
дл, Әро(0) дк, , — Ógoo(0) Izk,- 
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有 关系 式 РРА 
0, 920) _ 
(1,281) = 1418} 


这 里 |4| (4.30) 有 关 . 根据 方程 组 解 的 存在 惟一 性 定理 可 知 |4| 0. 而 B = (С), 


其 中 
92: ð 
= | By10(0) By20(0) 
c= | N IN | 
Oy10(0) Ә90(0) 
但 是 , С 又 能 写成 
Q= ss и | <= An A12 #0, 
(Mo)y, (М2), Ад A22 


所 以 |B| = 16| #0. 
这 样 从 (4.62) 的 可 解 性 就 推 得 了 (4.27), (4.58) 边 值 问 题解 的 存在 性 . 


注释 4.2 ”我 们 是 在 求 出 终 值 问题 


| Ye L Rifo р), 
Vio(1) =y 

“的 解 加 他 之 后 再 求 Ioyi(z) 的 . 

4.3.2 ”双边 界 层 边 值 问 题 


我 们 仍 讨论 方程 组 (4.27) 和 边 值 条 件 (4.58). 下 面 只 给 出 渐 近 解 的 构造 , 不 给 出 
定理 的 证 明 . 条 件 [Has] 仍 保留 . 

[Han] 假设 在 D 上 Arxa 的 特征 值 满足 Кел (t) < 0, ReX2(t) >0, 0<#<1. 

在 条 件 [Hau] 之 下 所 提 边 值 问题 在 区 间 两 端 t = 0, t = 1 都 会 产生 边界 层 . 
Ж, 我 们 构造 下 面 形式 的 渐 近 展开 式 $ 


y(t, u) = Bio + pi + `` + Пой (то) + Или (то) 
++ Royi(n) + АЕ (т) + >, 

zi (t, и) = Zio + ии +++- + и Па (то) + По (то) 
Ч: Ria(n) + Rozi(n) +5, 


(4.64) 


HP zo = t/y, ть = (t — 1)/n- 
我 们 将 用 边界 层 函 数 法 求 到 渐 近 展开 式 的 一 次 近似 . 求 高 次 近似 的 方法 是 完全 


类 似 的 , 在 此 不 再 进行 讨论 . 
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确定 正则 项 系数 和 左边 界 函 数 的 方程 类 似 于 (4.30)( 或 (4.37)), (4.31)( 或 (4.34))， 
(4.40), (4.41). 而 需要 的 边 值 条 件 为 


和 (0) + Hoyi(0) =, Поу (оо) = 0, (4.65) 
Яо(1) + Roy:(0) =, Роу (оо) = 0. (4.66) 

把 (4.36) 重新 写成 
22, = МК, 08,0) — Mi (91000), 920(0),0), (4.67) 


请 注意 在 (4.67) (0), 20_, 都 是 未 知 的 , 所 以 仅 从 方程 组 (4.67) 无 法 求 得 jo(0)， 
这 也 是 和 上 小 节 的 重要 区 别 之 一. 必须 另 想 办 法 求 Wo(0). 
重 写 (4.34) 
SË = Мб, в) — Мо), (0,0) (4.68) 


其 中 , ў = 90(0) + Moy: (то). 

根据 [Ha], 可 知 平衡 点 (01000), J20(0)) 是 鞍点 . 

[Ha] ВЕНУ (91,92) +, МИЁ (00,09) 落 在 当 m 一 оо 时 进入 鞍点 
(01000), 2000) 的 分 界 轨 线 上 . 

条 件 [H4.12] 说 明 方程 组 (4.68) 满足 边 值 (4.65) 的 解 存在 , 且 有 指数 估计 


[Поз (т) < Се "0%, To 2 0. (4.69) 
通过 选取 积分 因子 , 总 能 把 (4.68) 的 分 界 轨道 表示 出 来 
[M (f1, 92,0) — Mı (页 o(0), 92о(0), 0] 452 — [М2(91,92,0) 
—M2(¥10(0), ¥20(0), 0)]din = d®(h, 92,0) = 0, (4.70) 
即 
Ф(ў1,92,0) — ®(910(0), 90(0),0) = 0. (4.71) 
积分 流 形 (4.71) 包括 了 经 过 远 点 (页 o(0),zpo(0)) 的 所 有 轨 线 . 对 于 左边 界 层 函 
数 Пу, 我 们 感 兴趣 的 只 是 当 то 一 co 时 趋向 于 鞍点 的 分 界 轨 线 . 当 An = 一 422 Bf, 
即 (4.70) 左 端 是 全 微分 时 , 在 鞍点 的 小 邻 域 可 写 出 分 界 轨道 的 表示 式 . 可 这 样 做 : 记 
Ду: = ў. – 10(0), Дуг = ў — 920(0). 
把 函数 D(a, 92,0) 在 点 (91000), 920(0)) 做 泰勒 展开 
Фб, 92,0) = Ф(910(0), 920(0),0) + Фу, (1о(0), 92о(0), 0) Ду: + Фу, (910(0), 20(0), 0)Ay2 
+ [Bue 00) + Avn, Do0(0) + Av, 0)(Ay:)? 
+2%;, (An Ду? + Фи ()(Дуз)?) 0<0<1. (4.72) 
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把 (4.72) RA (4.71) 并 考虑 到 Ф, (01000), 920(0),0) = 0(i = 1,2), 得 到 分 界 轨道 的 
下 面 表达 式 


Аъ (Ду)? +2А› Ау Ay — А12(Ди)? = 0, (4.73) 


其 中 An = Ф,а(.), Аж = Ф), Ал = $y, (). 
从 (4.73) 解 出 


Аза Ay = (-Аз2 + y АЗ, + A12 А») Ал. (4.74) 


注释 4.3 ”遗憾 的 是 对 一 般 方程 很 难 给 出 轨道 的 解析 表达 式 , 其 中 包括 分 界 轨 
道 . 


注释 4.4 ”考虑 到 lim Aa = Aa 所 以 存在 为 > 0, Ч m > 7 Bf, А 与 Ai 
有 相同 的 符号 . 
我 们 把 当 m 一 оо 时 趋向 于 鞍点 的 分 界线 轨道 记 为 
SH (hh, 92,0) — D (Tro(0), 20(0), 0) = 0. (4.75) 
ЖЕ (4.75) 中 令 п = 0 有 下 面 等 式 
$CD(v9,y9,0) – B+) (90 (0), g20(0), 0) = 0. (4.76) 
这 样 , 我 们 得 到 了 与 000), goo(0) 有 关 的 等 式 , 但 暂时 无 法 确定 页 o(0), 02000). 
对 右边 界 层 函数 Foyi(m) 也 有 类 似 于 (4.68) 的 方程 


SË = Mils D) — МИбо), go00),) ат) 
яши 
900) = и, #(—оо) = #0(1), 


这 里 = Wo(1) + Вом(т). 

[Нала] ИВА (И) 上 , ЖИЙ (у) 落 在 当 n –оо НЕА 
(holi), дзо(1)) 的 分 界 轨 线 上 . 

条 件 Ha) 也 保证 了 Royi(n) 的 存在 , 并 能 得 到 指数 估计 式 


Во (т) < Ce, т < 0. 
类 似 于 上 面 (4.70) 一 (4.76) 的 讨论 可 得 当 7 一 -oo 时 趋向 鞍点 的 分 界线 轨道 


Da 02,1) — B (9ло(1), #0(1),1) = 0. (4.78) 
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以 及 关系 式 
TO, v3, 1) — BO (ло (1), 20(1),1) = 0. (4.79) 


如 果 注意 到 go (1) 可 以 通过 (4.37) 由 和 (0) KER, 则 联 立 (4.76), (4.79) 可 找到 
ho(0), gz0(0). 

[Нала] 假设 方程 组 (4.76), (4.79) 关于 jho(0), 92о(0) A, 并 且 下 面 行列 式 不 
为 零 

0(Ф(), Ф(-)) 
9(910(0), 920(0)) 

得 到 gio (0) 后 就 可 求 出 (4.37) 的 解 got), 随后 从 (4.68), (4.77) К ilro) 和 (т). 
再 从 


#0. (4.80) 


Пои(то) = й(т) — #000), Royi(ni) = (ni) — gol1) 


得 到 Пош(то), FEow(m). WI П-12 (то), R-1z:(71) 是 Поу(то), Royi(n) 的 导数 . 这 样 
渐 近 展开 式 (4.64) 的 零 次 近似 就 得 到 了 . 

在 本 小 节 最 后 , 通过 一 个 例子 说 明 如 果 给 出 的 方程 组 是 线性 的 ， 则 分 界线 轨道 
很 容易 得 到 . 


例 4.1 讨论 下 面 方程 组 
{ ши =v + bi, 
ша = +, (4.81) 


这 里 bi, bs 是 两 个 实数 . 
在 (4.81) 中 令 и = 0, 得 到 退化 方程 组 


{ 到 三 一 hb， 
i = —b2. 
这 时 退化 解 为 环 () = 页 (0) — 626, ga (t) = 52(0) — bit. 对 应 的 (4.70) 为 
(92 — 920(0)) 492 — (ğı 一 页 o(0))d 太 = Зака, — 920(0))? — (fı — #0(0))?] = 0, 


可 得 
(г — #0(0))? — (@ — #0(0))? = 0. 
即 g2 — 920(0) = +(91 — 910(0)). 
考虑 到 Xi = —1, 所 以 go — 92000) = 一 (页 — 90 (0)). 可 得 


$2 +Й = 920(0) + 910 (0). 
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在 等 式 中 令 z = 0 可 得 关系 式 
92000) + 91о(0) = y? +55, (4.82) 


这 里 H(i, 92,0) = й + fo. 
类 似 地 做 法 可 得 ФС (1, 92,1) = h 一 №. 另 一 关系 式 为 


910(1) — #0(1) = yi — 12. (4.83) 
再 由 方程 组 
бо L ao = ba 


得 到 gio (t) = -bt + Cu Faot) = 一 bt + Сз. 这 样 
页 o(0) = #20(0) = С, #0(1) = С. — b2, #0(1) = Cz — bı. 
把 方程 组 (4.82), (4.83) 重新 写成 
Í Ci +C = у) +y, 
C1- C2 =y} - y} + b2 — b. (4.84) 
求解 线性 方程 组 (4.84) 
о-и +), 
| с =уи+и-и+и-ь+ь). 
由 此 得 到 了 {91о(#), goo (t)): 
| фо) = -bat + Уи и -1 +b — b1), 
0) = ваи -v + oh b +b). 


再 从 方程 组 (4.68) 


й=й- O, 
| £= – O, 

000) =, #0) = y3. 
求 出 


{ Я (т) = O) + (и - Суе-”, 
更 (mo) = С + (V2 — С,)е-”. 
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所 以 Поу (zo) = (0 — Bio (0))e *° (š = 1,2). 
同 理 可 求 出 


Воул(11) = gao0(1) – йо + (И — p20(1))e™, Аоуг(т) = 910(1) — Фо + (02 — 0(1))е". 
只 要 对 Пои(то), Rowi(m) 求 导 就 能 得 到 


П_121 (10) = —(9 — Bo(0))e 7°, П-122(т) = —(u2 — yoo(0))e ° 
R_ia(n) = (И — 90(1))е", R-122(71) = (8 — #10(1))е". 


到 此 为 止 , 我 们 构造 出 了 本 例 渐 近 展开 式 的 零 次 近似 . 


4.4 ”临界 情况 线性 方程 组 的 无 穷 大 初 值 问 题 
本 节 将 讨论 下 面 方程 组 的 初 值 问题 [a] 


п = Аа + nf), (4.85) 

dy _ 

=>, (4.86) 
—1 

00,0) =, 50и) = 2, (4.87) 


这 里 y, z 都 是 二 维 向 量 , f(y,t) 是 二 维 向 量 函 数 , и > 0 是 小 参数 , A(t) = (Au (0)) 2х2 
(ij = 1,2). 并 且 det A(t) = 0. 为 书写 方便 起 见 , 往 下 既 用 向 量 记 法 , 也 用 分 量 记 法 . 
[Has] 假设 Alt) 和 f(y,t)j 在 D={(y,t)lIyl < M,0<t<T} 上 具有 n+2 
阶 连续 偏 导数 , M 和 T 都 是 实数 . 
[Hais] 假设 在 0<t<T 上 , det A(t) = 0, ЖФ А, =0, № < 0. 
根据 边界 层 函 数 法 [1], 我 们 构造 下 面 形式 的 渐 近 解 


y(t, и) = g(t, и) + Пу(т, и), 
z(t u) = Z(t, u) + I(r, u), T= > (4.88) 
其 中 
Яр) = > Личи, 20и) = Уи, (4.89) 
i=0 i=0 
Пу(т,и) = Dy(7), Hz(n,p) = У) ит). (4.90) 
4=0 4=—1 


级 数 (4.89) 是 正则 级 数 , 而 (4.90) 是 仅 在 t = 0 的 小 邻 域内 起 作用 的 边界 层 函 数 . 
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正则 级 数 的 零 次 项 系数 由 下 面 方程 组 确定 
А0% = 0, (4.91) 
| 3% _ w. (4.92) 


因为 |4(t)| = 0, 所 以 方程 组 (4.91) 的 解 不 惟一 , 可 写成 


0] 
其 中 el(t) 是 对 应 于 Xi = 0 的 特征 向 量 , a(t) 是 未 知 函数 . golt) 和 alt) 需要 在 求 一 
次 项 系数 时 确定 . 
级 数 (4.89) 一 次 项 系数 满足 下 面 方程 组 


z(t) = (дао = (29) 0), (4.93) 


а L бы, = А, (4.94) 
代数 方程 组 (4.94) 的 可 解 性 条 件 为 
(zo), -fÍ (o,t) + =) =0, (4.95) 


这 里 ( ) 表示 数量 积 , g(t) 是 АТ 中 零 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 . 
具体 写 出 (4.95) 
14е} де} 


da 
(giei 十 т tau +®ще= 91 fi (о, доо, t) + 95 f2 (Dio, J20, t). 


考虑 到 (gt et) # 0, 所 以 该 等 式 关于 Š 可 解 : 


S = Фанон. (4.96) 
这 样 就 得 到 了 关于 alt), (0) 的 方程 组 
4а = (a, jo, ўзо, t), (4.97) 
而 定 解 条 件 需 要 在 求 出 Iz, Поу 后 得 到 . 为 此 写 出 确定 I_1z, Поу 的 方程 和 边 值 
= А(0)П_,2, 
210 Пя, (4.98) 


П-12(0) =2 1, Joy(0) = 如 一 加 (0)， 
П-12(00) = Hoy(co) = 0. (4.99) 
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т: 


方程 组 (4.98) 的 通 解 为 
{ П_12(т) = Cie!(0)+ Сзе? (0)e™ 7, 
Toy(7) = № (0) Сзе? (0)е29)", 


这 里 el(0) 是 对 应 于 Xi = 0 ЕН, e2(0) 是 对 应 于 2(0) 的 特征 向 量 . 


是 任意 常数 . 
考虑 到 (4.99), 有 Ci = 0. 因此 


П_12(т) = Cze? (0)ел2(9)", 
{ Поу(т) = Аў (0) Се? (0) у". 
显然 , 它们 都 有 指数 估计 式 
lH-1z(N < Ce20r, + > 0, 
{ ||По(т)| < Се". 
根据 初 值 (4.99), C2 和 页 o(0), yzo(0) 满足 下 面 方程 
Се? (0) =, Cze2(0) = z7 
| 000) + № 1 (0)e1C> = 9, 
92000) + № 1 (0)e2C2 = 08. 
可 见 一 个 变量 C, 满足 两 个 方程 , Waku сг], zz! 必须 满足 相 容 性 条 件 : 
211 15. 


пя 20) 


只 有 这 样 才能 求 出 C, = 由 此 从 (4.103) 可 确定 go(0): 


Б: 
207 #5 
{ 0(0) = А2100)! +97, 
92000) = –А21(0)25! + #9. 
为 了 得 到 a(0), 需要 写 出 关于 Пос 的 问题 
dr 
Toz(0) = –20(0), Поғ(оо) = 
方程 (4.106) 满足 Пог(оо) = 0 的 解 为 
Joz(r) = ое? (0)е^209)" + Поз(т), 
其 中 do 是 任意 常数 , Foz(r) 是 (4.106) 的 一 个 特 解 , 并 有 Поз (оо) = 


йа = { делаем, 


| doz допо: + Ет 


(4.100) 
Cı, C2 


(4.101) 


(4.102) 


(4.103) 


(4.104) 


(4.105) 


(4.106) 
(4.107) 


(4.108) 


(4.109) 
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为 了 得 到 关于 Пол, 的 指数 估计 , 取 充 分 小 的 5> 0, 使 得 = 00) +8 < 0. 这 
# 
loz = 1 7 Aoje er Ode 


考虑 到 当 充分 大 时 , A £ < eE, 所 以 


[бог < С f on)+aedE = CeOaO)+ar — сем", 7 > 0, 
© 


Вр |По2|| < Село)". 进而 得 到 


|| По=(х)| < CO7, > 0. (4.110) 
从 初 值 条 件 (4.107) 可 得 方程 
el(0)a(0) + doe2(0) + Tioz(0) = 0. (4.111) 
求解 该 方程 可 得 a(0) =a 和 do. 到 此 为 止 , 对 方程 (4.97) 有 了 初 值 a(0) = o° 和 
ее 假设 在 0 < t < T 上 方程 (4.97) 和 初 值 a(0) = o°, 页 o(0) = y}, 920(0) = 
19 有 解 . 


这 样 就 完全 确定 了 正则 项 golt), 20(#) 和 边界 层 项 I_iz(r), Поу(т). 
重复 上 面 过 程 , 可 以 确定 渐 近 解 的 第 n 项 系数 . 例如 到 了 第 n, z(t) 由 下 面 
方程 确定 


Ta в.а = Аб, 9. = ғ, (4.112) 
这 里 Е, 是 关于 的 и(=0,.-. ,n — 1) 的 已 知 复合 函数 . 把 (4.112) 的 解 表示 出 来 
Za (t) = c'an (t) + Z, (8), (A.113) 


其 中 an(t) 是 暂时 未 知 的 函数 , z, (t) 是 (4.112) 的 一 个 特 解 . 从 下 一 步 的 可 解 性 条 件 
可 得 确定 on(t) 的 方程 : S 
429, 


<91,-Е, + че >= 0. (4.114) 


具体 写 出 (4.114) 


da, de} ае} 
(siei + де) SSE + (ot tA да = gl Fn + Еа. (4.115) 


把 (4.112) 的 第 二 个 方程 和 (4.115) 化 成 下 面 形式 
dirn 

dt 
dm 

dt 


= elan + Žin 
N 5 š, 
= eon + л, 


dan é s 
二 (ex Dn Pmt). (4.116) 
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该 方程 组 的 初 值 an(0) = 00, F(0) 将 在 求 出 IInz 之 后 确定 . 写 出 求 ne 的 方程 组 
及 定 解 条 件 


Haz L AO + Pnt) (17) 
zn(0) + Inz(0) =0, II,z(oo) = 0, (4.118) 


这 里 pn_1(7) 是 依赖 于 iyl), ILz(r)G = 1,… ,n — 1) 的 已 知 复合 函数 ， 求 解 
(4.117) 并 考虑 到 IIz(co) = 0, 可 得 


П,2(т) = dne2(0)exz(or + Й, 2(т). (4.119) 


Ж а, 是 任意 常数 , П, 2(т) 是 (4.117) 的 一 个 特 解 , 并 且 |0,2(7) < Се", к < 0, 
т>20. 

ФЕ (4.119) 中 令 т = 0, 并 利用 关系 式 (4.113) 和 (4.118) 中 第 一 个 方程 , 得 到 求 
а» (0), dn 的 方程 组 


el(0)an(0) + 各 (0) + dne?(0) 十 下。z(0) = 0. (4.120) 
№ (4.120) 中 求 出 an(0), dn 后 就 能 确定 IIny, П, 12, 而 且 有 下 面 指数 估计 : 
lHny ON < Ce, |0, -12(т)1 < Се", т>0. 
我 们 把 上 面 所 得 结果 写成 下 面 定理 . 


定理 4.3 ”如 果 满足 条 件 [H4.15] 一 [H4.17], 那么 存在 常数 по > 0, C > 0, 使 得 当 
0 < p< po Bf, 初 值 问题 (4.85) 一 (4.87) KISE y(t, u), z(t, и) 在 0 < t < T FEER 
一 , 而 且 满 足下 面 不 等 式 


{ ly, м) — Y(t, WI < Си", 


Паи) — Zn (t, Ш) < Си". (4.121) 
证 明 “引进 余 项 
Í v(t, u) = y(t, u) — Ynya (t, u) — рн. 
u(t, и) = z(t, и) — Zn(t, и), (4.122) 


其 中 Yn, Zn 是 前 n 项 部 分 和 
Y, = Уи) + Пит), 
= 


Z, = иаа) + Y ие +), 
10 


Ün+2 = #+2(0) + П,+2у(т). (4.123) 
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再 令 
H(t, u) = Аба + uf (Yn + И" 2ана, 0) — нта. 


不 难看 出 
Н(0, и) = O(u"n*2). 
把 (4.122) 代入 (4.85) (4.87) 可 得 v(t, и), u(t, u) 满足 的 方程 和 初 值 


du 
иа = A(t)u + pfyv + п" ьо + Улт, t)v + G(u,t, u), 


dv _ 
а“ 
(0,0) =0, v(0, и) =0, 
这 里 
5 dzn ntg 
G(v,t, р) =А( 一 иа + pf (v + и" inya + Ур t) 
—pfy(v + Шаа + Уч, 
它 具 有 下 面 两 条 性 质 : 


1) 160,0) = H(0, 4) = О(и"+2), 0 < p S po; 


(4.124) 


(4.125) 


(4.126) 


2) VÀ > 0,36 > 0, 2 [51| < ó, [6] < 5 R$, Æ llG(6,t,u) 6 (6,6, р) < 6-6. 


{E (4.125) 重新 写成 简单 形式 


du 
Ра 
dv _ 
% 
и(0, и) =0, v(0, u) = 0. 


对 (4.127) 进行 变量 替换 u(t, р) = Tu(t, р), 


= Au + pfyv + G(u, t, p), 


u, 


—u+ r) = ATu + pfyv + G(v,t, p), 


(0, и) =0, wv(0, и) =0. 
我 们 取 这 样 的 矩阵 T, 它 把 4 对 角 化 ， 


а > = 
и? = Àu + uT fyv + G, 


(0, и) = 0, (0, р) =0, 


(4.127) 


(4.128) 


(4.129) 
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其 中 G=T-IG-- ит. 


再 把 (4.129) АН 
иа = Мал + ШОТ) + (T 1f,)i299] +6, 


4 = Azwa + ЩТ) + (T fy)2202] + бо, 


ал 
=L. T 
dt Tuwi + Ti2w2, 


d: 
T = Taw + Tzw, 


wi(0,p) =0, w2(0, и) =0, 
91 (0, и) =0, v2(0, и) = 0. (4.130) 
显然 G(v,w,t,p) 具有 和 G 相同 的 两 个 性 质 . 
引进 新 记 法 


ш = ш, v= (шут, 2). (4.131) 
这 样 把 (4.130) 重新 写成 
= = Аш +y <d, > +61, 
Ч Tv+ du + ба, 
ш(0,и) =0, 2(0, и) = 0, (4.132) 
这 里 Ga = (и716,0,0)7, di = (0,0713), (Т1) а)", d2 = (0, Т, Т), 
0 (Та (ТА) 
T= | То 0 0 š (4.133) 
Ta 0 0 
把 (4.132) 中 的 方程 组 替换 成 等 价 的 积分 方程 
ш = [ рле Xlpdp [< di, v > +6\] ds, 
0 
t > 
v= / V(t, s)[d2w(s, и) + Go] ds, (4.134) 
0 
其 中 V(t,s) 是 齐 次 方程 组 Š” = Го 的 基本 解 矩 阵 ， 显 然 , 它 是 有 界 的 . 把 (4.134) 
中 第 二 个 方程 代 人 第 一 个 方 ; 
t 
w= f K(t,s,u)wds + Ч, 


v= f š V(t, s)d2w(s, и) аз + Q2. (4.135) 
0 
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在 (4.135) 中 算 子 Qili = 1,2) 具有 下 面 两 条 性 质 : 
1) #6 po > O, 34 0 < p < po ВЇ 


6: (0,0,+, |< Си", i=1,2, 0<t<T. 
2) 任 给 入 >0, 存在 常数 ó > 0, WR |6] <ó, |6] < H| < j, |9 s< ð 


则 
196,1, в, и) – Q:(ô, ,| < № – 91+ llë — 011). 


下 一 步 通过 核 K 的 预 解 式 
v= [ * R(t, s, u)Q lo, w,t, u) ds = S (v, w, t, n), 
0 
= у V(t, s)dou(s, и) ds + S2, (4.136) 
0 
这 样 得 到 的 算 子 S, S, 仍 具有 Qu Q 的 两 条 性 质 . 往 下 对 (4.136) 采用 逐次 逼近 
法 , 就 能 证 明 v, w 的 存在 性 , 并 且 有 估计 式 
lot, ру < Си", |б, < Си", 0 <t<T. 


定理 4.3 证 毕 . о 


注释 45 ”我 们 可 以 把 所 讨论 的 初 值 问题 (4.85) 一 (4.87) 推广 到 高 维 情形 , 其 中 
у2Ж т 维 向 量 . 对 4( 的 特征 值 有 N = 0, i = 1,:-: ,k, Вел; < 0, i = k+l, „т. 
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我 们 将 讨论 下 面 方程 组 加 


| п = Аб бе, 
dy 
dt 
其 中 y,z, f 均 为 二 维 向 量 , р > 0 是 小 参数 , Абу, t) 是 行列 式 为 零 的 二 阶 和 矩阵 . 方程 
组 (4.137) 是 临界 情况 下 的 方程 组 . 
给 出 下 面 初 值 条 件 


z, (4.137) 


00,0) = 2(0,и) = =. (4.138) 


本 文 将 构造 (4.137), (4.138) 的 渐 近 解 , 并 证 明 其 解 的 存在 性 . 往 下 可 以 看 出 , 如 
果 这 类 问题 的 解 存在 , 则 200, п) 的 分 量 是 相互 联系 的 . 它们 的 相互 关系 在 构造 渐 近 
解 时 确定 . 
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本 文 讨论 的 矩阵 A(y,t) 具有 下 面 形式 
_ {alyt) bly,t) 
SO 4 j | 


[Hais] 假设 (у, t), blu, t) Я ft) Æ D = (0 < t < 1,|u| < 1!} 上 有 二 阶 连续 
偏 导数 (1 为 某 个 确定 的 正常 数 ). 
通过 计算 矩阵 Aly, t) 的 特征 方程 


“(у -А Буд | 
—a(y,t) —b(v,t) — À| 


可 得 特征 值 和 = 0, 而 Xa = a(u, t) — Ку, t). 
[Haa 9] 假设 在 D Л = aly, t) — bly, t) < 0. 


4.51 ” 渐 近 解 的 构造 
根据 边界 函数 法 , 方程 组 (4.137) 的 形式 解 为 


I у= (tp) + Пу(т, y), 7 = L 
z = Z(t, и) + Па(т, и), (4.139) 
其 中 
DEN = nlt), 206и) = > izle) (4.140) 
i=0 i=0 
为 正则 项 级 数 ; 
Пу(т, и) = piyr)， Пати) = У) mmz(r) (4.141) 
4=0 4=-1 
是 在 上 = 0 处 的 边界 层 函数 . 
确定 级 数 (4.139) 零 次 近似 是 两 个 相同 的 方程 
ао, зо, о + о, Яо, #) о = 0. (4.142) 


而 确定 一 次 近似 ga (1 = 1,2) 的 两 个 方程 为 
I йо = ай + 9: + (2191 + а5ӯл) йо + (ИЯ + ;921)826 + Ло, 
Wo = в: — bg — (Bi + а5ӯл) Йо 一 (бий + 6921) 50 + Хо, (4.143) 


其 中 a,b, Ло, Љо 均 表示 在 点 (бо, ўзо, 0) ЛЕВИ, 而 下 标 1,2 分 别 表示 a,b, f 对 第 
1,2 个 位 置 的 偏 导数 . 


- 78 第 四 章 无穷大 解 的 初 边 值 问题 


把 (4.143) 的 两 个 方程 相 加 
To + 0 = Ло + foo- (4.144) 


ДЕ (4.142) 中 对 t 求 导 


аў + bio + Ho +69 = 0. (4.145) 
由 条 件 [H4.19] 可 以 从 (4.144), (4.145) 解 得 
бо = Fi(¥0, J20 10, 20,0), і= 1,2. (4.146) 
这 里 关于 F, 的 具体 细节 不 再 描述 . 


方程 组 (4.146) 的 求解 需要 有 四 个 定 解 条 件 , 即 要 求 fio(0), 01000) (i = 1,2). 为 
了 得 到 这 些 初 值 , 需要 先 求 出 边界 函数 的 主 项 Mizi Noyi, 它们 满足 下 面 的 方程 及 
边 值 条 件 


df iz _ ~ z. dll ,z2 dl 121 
qp = аП-121 + 61-122, аа 
ЧПои _ a. 
d =H, #=12 (4.147) 
П_12(оо) = 0, Поу(оо) = 0, 
П_12(0) = 271, Toy(0) = — №0). (4.148) 


这 里 和 以 下 “~” 均 表示 函数 在 (页 o(0) + Noy, 9о(0) + Поу2,0) ВИН. 
从 (4.147) 中 第 二 , 第 三 个 方程 和 在 无 穷 大 条 件 可 得 


П_121(т) + П-122(т) = 0, 


Поу (т) + Поу2(т) = 0. (4.149) 

Æ (4.149) 中 令 + = 0 可 得 
2 十 好 1=0， (4.150) 
00 — jho(0) + 2 — 920(0) = 0. (4.151) 


关系 式 (4.150) 确定 了 200, u) 分 量 之 间 的 关系 . 而 (4.151) 给 出 了 页 o(0) У goo(0) 
之 间 的 联系 . 为 了 最 终 确定 01000) 5 9» (0) 还 需要 一 个 关系 式 . 
利用 (4.149) 的 第 一 个 方程 从 (4.147) 式 可 得 


апла = (à — 5)П-121 = №П а, (4.152) 
再 结合 (4.147) 的 第 三 个 方程 
Haa L X, = Xo(0) + In, a0(0) — Tov, 0), (4159) 
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对 (4.153) 进行 积分 , 并 考虑 到 (4.150) 和 (4.151), 得 到 
Tioyı 
maasar Í” о) 6+ – о) — &0)4£ 
У? —910(0) 


№(1,57 +38 —п,0) dn. (4.154) 


91000) +Порі 
= as + f 


在 (4.154) 中 令 r = oo 可 得 


i mO Еу 
0=2 + f ‚ (mu +02 n 0)dn. (4.155) 
и 


请 注意 (4.155) 只 含有 未 知 变量 9о(0). 
[H4.20] 假设 方程 (4.155) 有 解 页 o(0) = yio- 
再 从 (4.151) 可 得 yoo(0) = y? +92 — Ио = 050. 这 样 就 确定 了 (4.146) 中 的 两 个 初 值 
000) = убо, 02000) = 050. (4.150) 


往 下 需要 求 出 go(0)(i = 1,2). 为 此 写 出 确定 边界 函数 Поз, iy 的 方程 和 定 解 
条 件 


Toa = dlloz + bloz2 + Fo(Il-121, П-122, Поу, Hoy2, 7), 
41022 _ _dllozi 
dr dr’ 
dy _ Hoz, 
dr 
П02:(0) = —20(0), IT1yi(0) = -ğa (0), 
Поа (00) =0, Iny(co) =0, i= 1,2, | (4.157) 
这 里 关于 函数 Fo 所 需 的 条 件 将 在 后 面 给 出 . 
类 似 于 得 到 (4.149) 有 Ioza(r)+Ioza(r) = 0, Вт = 0 4RA Пог1(0) +Iloz2(0) = 
0. 
由 此 推 得 
210(0) + 220(0) = — (1021 (0) + По22(0)) = 0, 
即 
#000) + 92(0) = 0. (4.158) 
再 由 (4.142) 有 
а91о(0) + 595 (0) = 0, (4.159) 


其 中 五 = а(910(0), 920(0),0), 5 = 6(90(0), gəo(0), 0). 
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根据 [H4.19] 从 方程 组 (4.158), (4.159) 解 得 
0000) = 950 (0) = 0. (4.160) 
这 样 , 我 们 又 得 到 了 (4.146) 的 两 个 初 值 条 件 . 
[Haa] 假设 在 0 < t< 1 上 方程 组 (4.146) 和 初 值 (4.156), (4.160) 有 解 yo(t)， 
920(2). 
我 们 把 (4.147) 写成 
-910(0)+Поу1 
Ton Sa't | i 
由 (4.155) 可 知 , 该 方程 有 平衡 点 Поза (т) = 0. 
[На.22] 假设 初 值 Hoyi(0) = у? 一 页 o(0) 在 平衡 点 Hoy(r) = 0 的 影响 域内 . 
条 件 [Ha 22] 保证 了 解 Поу (т) 的 存在 , ВЖ 


№ (п, + y2 — 0) dn. 


Поу, (т) < Ce “7. (4.161) 
再 由 (4.147), (4.157) 可 知 
IDoyw(r)| < Сет", |П_,2(7)| < Сет", ¿= 1,2. (4.162) 
这 样 我 们 就 得 到 了 渐 近 展开 式 的 主 项 . 


下 面 考虑 一 次 近似 解 


21=а 212 +622 十 (而 而 1 + ā2ğ21)Z11 + (бл + Бойл) + (аа + алой 
+2а12911 ўі) 210 + (611912 + 522022 + 2612121) 20 + Лала + раба, (4.163) 
B= —@ 212 + 622 + (G1911 + G2921)a11 + (фы + b2ğ21)Z21 + (Gia + @22 22 
+2412 1721)210 + (611912 + b22922 + 26,2911 ўл) 220] + Ља + Дафа. 
{E (4.163) 的 两 式 相 加 
Wi +ga = (fu + a) + (Йо + Роба. (4.164) 
对 (4.143) 的 第 一 个 方程 关于 t 求 导 
gio = gii +a +U +, + Fo + hi (бю, a, Jio» 91,0), i = 1,2, (4.165) 
这 里 А. (до, да, To gh, t) 为 已 知 的 复合 函数 . 由 于 比较 繁琐 , 具体 表达 式 从 略 . a, U 
分 别 表示 对 上 求 导 , 暂 不 具体 展开 . 
在 方程 组 (4.164), (4.165) 中 把 gy 表示 出 来 
I Pn = би hu, D), 
ўл = G2 (1, Jan u, ar:t), (4.166) 
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其 中 Gi 线性 依赖 于 as pa, 是 gh, Ba, Ио, бо 的 已 知 函数 . 

为 了 求解 方程 组 (4.166), 我 们 同样 需要 四 个 定 解 条 件 . 从 (4.157) 的 Iloz1(7) + 
Пог2(т) = 0, 可 得 hy (r) + Tiy2(7) = 0. 

& + = 0, Ж Пу (0) + Плу2(0) = 0. ХА ga(0) + Пи (0) = 0, 得 到 gui (0) + 


921(0) = 0. 
下 面 详细 写 出 方程 (4.157) 
a = dlloz1 + bloz2 + II_izi[di (1(0) + Паул) + 42 (921 (0) + I1y2)] 
+0 122(61 (i (0) + Паул) + bo (821 (0) + Iaya)] + фо, (4.167) 
此 处 


фо = [@11о(0)т + й290(0)т + азт]П-121 
+6. 91о(0)т + 559 (0)т + бт] П—122 + а210(0) + 5000). (4.168) 


类 似 于 对 Diz 的 讨论 , 为 了 求 出 pa (0), 通过 对 (4.167) 积分 化 到 (4.154). 但 
这 里 对 (4.167) 这 样 做 就 比较 复杂 . 
[Ha.23] 假设 满足 条 件 


B mnm 0) = 9-00). 
注意 到 ady + bdya 是 全 微分 , 所 以 把 (4.167) 化 成 


Ton = Eemu +y) + OF + 0% + po. (4.169) 
对 (4.169) 进行 积分 有 
Поз = dliy + зу + Dui (0)а [Z> +a (0)5 [5 + / T podr, (4110) 
这 里 表达 式 中 最 后 的 积分 项 是 收敛 的 . 
考虑 到 
Tlozi (0) = —20(0) = —9 (0), í = 1,2, (4.171) 


所 以 在 (4.170) 中 令 = 0, 有 
—910(0) = (&Пи + ур) =0 十 页 1(0)5 |0, +921 (0)5 |0, + [ podr. (4.172) 
再 利用 Inya(0) = -Ily (0), 92100) = — 911 (0), 可 把 (4.172) 写成 
00) = @- reoh (0) + /voar 


= —й: (0) А2(91о(0), 92о(0),0) + f Фойт, (4.173) 
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这 里 用 到 Паул (0) = —a (0). 从 (4.173) 求 得 
9100) =y}, #0) = -yh = (4.174) 
为 了 得 到 g (0), 9, (0) 需要 写 出 确定 Iz Iy 的 方程 和 定 解 条 件 
maa = (аа + illiz + А) + Пол, 


аа = (апа + PI zo + Fi) + По/», 


0: (0) = —21(0) = —#1(0), 
ID z (oo) = 0, (4.175) 
其 中 
F, = P,(IL_izi, П-122, По2л, No22, Пол, Поуг, Iyı, Пур, т), 
Поў: = 1 (91о(0) + Пол, 92о(0) + Поуг, 0) — /:(910(0), 920(0),0). 
把 (4.175) 中 两 个 方程 相 加 
Яа + Ша) = Пол + Tofa, 
积分 后 得 Е 
Ша + ња = Јол +по) ё" 
S r = 0, 并 考虑 到 IT, z,(0) = -gh (0), 有 
9100) — 721 (0) = f (Ilo fi + llo fa) dr. (4.176) 
在 (4.143) 中 令 t= 0 可 得 
01000) = lagi + bg + (2101 + а) Йо + буйа + ўл) + Ло] le=0 - (4.177) 
这 样 , 从 (4.176), (4.177) 就 可 以 求 出 | 
910) =p #00) = Fa- (4.178) 
有 了 四 个 初 值 (4.174) 5 (4.178), 方程 组 (4.166) 就 可 解 了 . 再 从 (4.175) 就 可 求 得 


Плу, Пол. 

这 样 , 最 终 我 们 确定 了 до, 7, N-17, Поу, Hoz, Шу. 

定理 4.4 ”如 果 满 足 条 件 [H4.18] 一 [H4.23], 则 存在 常数 ро > 0,C > 0, 使 得 当 
р < по 时 , 问题 (4.137), (4.138) 的 解 y(t, u), z(t, и) 存在 , 其 中 z7! + zz! = 0, 且 有 
下 面 的 估计 


ах lytt, и) — Yoll < Са, ах 1206, м) — Zoll < Cu, (4.179) 


RE Yo = polt) + Поу(т), Zo = Z(t) + и 1 (т) + Под(т). 
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证 明 ”引进 新 变量 
=V д=д p=WV +J) 9= 2 + 22. 


iÉ f = fi + fa. 则 (4.137) 可 化 成 下 面 的 方程 组 和 初 值 


ша = (аур) -bup -vtz +ou p -v tatafi- vt) 
= №(уур-у02+ bly, p — y,t)a + pfi(y,p — yt), 

a - Nor Po 4.180) 

EP u ue (4.180) 
21 аі 21 

0, =L, 0, = 42 =0, 
z(0, и) k 4(0, и) т 
(0, и) =, р(0,и) = 0 +02. (4.181) 


在 Ш 中 曾 讨论 过 下 面 问题 
па = Аруба + Bt) (А00) <0), 
= 
271 
2(0, и) = T y(0, u) = у. (4.182) 


这 里 所 讨论 的 (4.137), (4.138) 与 (4.182) 的 不 同 在 于 它 有 三 个 慢 变 量 , 但 这 不 妨碍 
套用 Ш 的 方法 进行 讨论 . 
对 (4.180), (4.181) 作 变量 替换 


и= 2) – Zo, v= y(t, u) — Yo — nih (z), 
& = p(t, u) —po — ир. (т), n= q(t, u) — Qo — uQ (z), 


其 中 页 (r) = (0) + Шу. 

对 定理 4.4 在 此 不 进行 详细 证 明 ， 只 简单 介绍 一 下 证 明 思 路 ， 首先 写 出 关于 
и, n 满足 的 微分 方程 , 接着 把 它 化 为 等 价 的 积分 方程 , 随后 采用 逐次 逼近 法 证 明 . 
这 是 对 奇 摄 动 问题 进行 余 项 估计 的 常用 方法 . 因为 在 证 明 过 程 中 涉及 页 (0) 和 Шу. 
所 以 我 们 不 仅 需要 求 出 零 次 近似 , 还 要 求 出 一 次 近似 .最终 就 能 证 明 解 的 存在 性 和 
得 到 估计 式 

lul<Cp, llvl<Cp, llél<cp, || < Cu, 


即 得 到 (4.179). о 
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51 “ 半 线 性 方程 的 阶梯 状 解 


5.1.1 ”问题 的 提出 


在 前 几 章 中 我 们 讨论 了 奇 摄 动 初 边 值 问 题 , 即 当 р — 0 Bf, 它们 的 解 , 除去 边界 
层 邻 域 都 趋向 于 退化 问题 的 某 一 个 解 . 但 是 , 在 [0,1] 上 讨论 边 值 问 题 时 , 有 可 能 产 
生 这 种 情况 : 退化 问题 有 几 个 解 , 当 р 一 0 Bf, 在 区 间 的 一 部 分 [0,t*] 上 , 解 趋向 于 
退化 问题 的 一 个 解 , 而 在 区 间 的 另 一 部 分 [t*,1] Е, 解 趋向 于 退化 问题 的 另 一 个 解 . 
这 样 , 在 点 #* 附近 产生 解 的 快 变化 邻 域 , 造成 问题 的 解 从 一 个 退化 解 向 另 一 个 退化 
解 的 快速 转移 . 通常 这 个 邻 域 称 为 内 部 转移 层 [1], 而 具有 内 部 转移 层 的 解 称 为 空间 
对 照 结构 [8, 13], t* 称 为 转移 点 . 一 般 来 说 , 转移 点 是 事先 未 知 的 ,需要 确定 . 当然 ， 
在 [0, 1] 上 也 可 以 存在 若干 个 转移 点 , 在 这 些 点 上 会 产生 不 同根 之 间 的 跳跃 . 

下 面 将 讨论 Dirichlet 问题 阶梯 状 空 间 对 照 结构 , 并 且 转 移 点 是 惟一 的 情况 , 对 
多 个 转移 点 情况 可 类 似 讨论 . 


2d2y 
р ав = Р 0, 0<t<1, (5.1) 
00,н) =, y(l, y) =y. (5.2) 
可 以 把 方程 (5.1) 写成 等 价 方程 组 
и = F(y,t), n% =z. (5.3) 


先 做 下 面 假设 
[91] 假设 在 D 上 F(y,t) 充分 光滑 , 其 中 


р = {(y,t)|A <y < B,0<t< 1}, 
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此 外 , ЖИВ у, y! € (A, B), 而 A, B 是 给 定 的 两 个 实数 . 
[Hs.2] 假设 在 [0,1] 上 退化 方程 


F(y,t)=0 
有 三 个 孤立 根 o (0 G = 1,2,3), 不 妨 令 plt) < palt) < polt), 且 满 足 不 等 式 
Fyllt), t) > 0i = 1,3), Fy(p2(t),t) < 0. 


为 了 讨论 问题 方便 起 见 , 不 妨 认为 p1(0) = 00, wa(0) = у. 如 果 该 条 件 不 满足 
的 话 , 只 要 构造 渐 近 解 时 , 在 两 端点 添加 相应 的 边界 函数 校正 即 可 . 

根据 [Hs 2), 对 固定 的 也 在 相 平面 (v, z) Е, 平衡 点 Mia (1,3, 0) 是 鞍点 , M2(p2,0) 
是 中 心 . 事实 上 , 特征 方程 


AF(pilt),t) 
入 


=X -Ñ lel), i) =0 


的 根 为 
Х = +y Fyllt), t). 
可 见 当 i= 1,3 时 特征 值 X > 0, AP < 0, Ш: = 2 时 特征 值 是 纯 虚 根 . 
我 们 将 证 明 问题 (5.1), (5.2) 存在 从 фу 附近 转移 到 os 附近 的 阶梯 状 解 y(t, u). 
ie t" (u) ЖЖ у, и) 和 3 = palt) 交点 的 横 坐 标 (转移 点 ). 可 以 认为 这 种 阶梯 状 解 
是 由 下 面 两 个 具有 纯 边界 层 解 的 左右 问题 的 解 y (t, и) 光滑 连接 而 成 的 . 
左 问题 (0 < t < tr): 


| PË кс), 54) 

yOu) = 00, ус, и) = plt). (5.5) 
右 问题 (t* < t < 1): 

Í 户 = РО, (56) 

У, и) = plt) yP) =. (5.7) 


从 (5.5), (5.7) 可 见 在 点 t" 处 yC) 和 yC) 是 连续 的 , 为 了 使 它们 光滑 连接 起 来 ， 
还 需要 满足 条 件 


dy? š "£ dy e 
ar C н) = за 4), (5.8) 


或 者 
z(t, u) = 20900", y), 
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这 也 是 确定 t 的 方程 . 

这 里 我 们 将 用 边界 层 函数 法 来 构造 渐 近 展开 式 的 零 次 近似 (构造 高 次 近似 是 类 
似 的 ), 再 用 Nagumo 定理 证 明 解 的 存在 性 和 进行 余 项 估计 . 为 此 先 叙述 一 下 Nagumo 
定理 

Nagumo 定理 假设 问题 

{ Іу= у" —F(y,t)=0, 0<#<1, (5.9) 
(0) = vy(1) =у,, (5.10) 
的 上 下 解 B(t), alt) 具有 下 面 性 质 : 

(1) alt) <8(0), 0<t<1; 

(2) 18<0, Le>0, 0<t<l; 

(3) a(0) < 4° < 800), а(1) <у! < 0); 

(4) 如 果 上 下 解 是 不 光滑 函数 , ERER te 上 左右 导数 满足 不 等 式 

20а) > Зы), in) < 9900) 
那么 (5.9), (5.10) 的 解 y(t) же. 且 满足 不 等 式 
a(t) < y(t) < 800). 
512 ” 零 次 阶梯 状 渐 近 解 的 构造 
我 们 将 构造 左右 问题 的 渐 近 解 , 认为 它们 具有 下 面 形式 


wt u) = 0006 u) +Q ити), 0<t<t, (5.11) 
w(t, y) = 5 (ь и) + ит, и), t <t <1, (5.12) 
HP w= (2,0), 
Dt, u) = 0900) + в + (633) 
是 正则 级 数 ; 
Qur, и) = Чит) + а иг) +... r= = (5.14) 
是 在 上 = t* 邻 域 的 内 部 层级 数 . 
寻求 转移 点 t" 为 下 面 形式 
=ю + t, (5.15) 


其 中 (i = 0,1,…) 是 待定 参数 . 
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构造 渐 近 解 的 过 程 主要 是 做 三 方面 工作 : (1) 确定 (5.11)，(5.12) 中 的 渐 近 级 数 
系数 ; (2) 确定 转移 点 (5.15) 中 展开 式 的 系数 ; (3) 对 内 部 层 函数 进行 指数 估计 . 一 般 
而 言 , 这 三 方面 工作 是 同时 进行 的 . 

展开 式 (5.11), (5.12) 中 的 系数 由 边界 层 函数 法 来 确定 , 即 把 式 (5.11), (5.12) 代 
人 问题 (5.2), (5.3) 并 按 尺度 t, r 进行 分 离 


(F) gF) 
EE = РОСНО, E = z, (5.16) 
га 
s= = FGP + тр) + Оу, Е + rn) – FOP + ти), + rp),(5.17) 
dQ?) і А 
7y = 99, Чу, u) = р) — P(t, и), 


@Ру(тоо, и) =0, QF)z(Fo0, и) = 0. (5.18) 
FHE (5.13), (5.14) 代入 (5.16), (5.17) 和 (5.18), 比较 u FIXRE, 可 得 确定 各 渐 近 项 


的 方程 和 边 值 . 
光滑 性 条 件 (5.8) 的 零 次 近似 和 一 次 近似 关系 式 可 写成 


957200) = 9 =(0), (5.19) 
97220) + pi (to) = 9 =(0) + ph(to). (5.20) 
从 (5.16) 的 零 次 近似 可 得 


0= 2(®,, zo = 0. 
由 [Hs.2] 得 到 间断 解 
м ) 
аб. = 0100), t<to, 
а (5 uP = palt), > to. 
零 次 内 部 层 项 系数 Оу, QU: 由 下 面 问题 确定 


(+) 

RD розданы, ЗЧ от, ea 

«био - palto) — pua(to), 
Отоо) =0, QP (оо) = 0. (5.22) 

在 进行 变量 替换 

gP = aP (to) +9 y, IF) = zE) (to) + 99: = 一 QPz (5.23) 

之 后 问题 (5.21), (5.22) 可 写成 下 面 简单 形式 

z(F) gF) 

g7 = F6, to), 907 = z, (5.24) 


920) = pz(to)， 
Я (оо) = флз(ю), Z (Fo0) = 0. (5.25) 
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如 果 如 已 知 的 话 , 由 条 件 [Hs.2] 可 知 问题 (5.24), (5.25) 的 解 总 是 存在 的 . 所 以 往 下 
需要 确定 to. 这 时 关系 式 (5.19) 被 写成 


z (0) = #40). (5.26) 

对 (5.24) 进行 积分 并 考虑 到 (5.25) 有 

Oor =2 f OO autan EOP =2 f У лн) ay. (527) 

ea(to) Valto) 
把 (5.27) 代入 (5.26) 可 得 
[f° rw/ e ы) ay, 
ps(to) ea(to) 

或 者 


ps(to) 
Ito) = [2 Füsto)ay = 0. (5.38) 
(to) 


这 就 是 确定 转移 点 t* 主 项 to 的 方程 . 
[Hs.s] 假设 方程 (5.28) 有 解 上 = to, 并 且 I'(to) <0. 


因为 
‘palto) 
To = Flpa,to)eh -Flon tolei + 大， Bto) dy 
41 (6) 
palto) 
= f Вю) dy, 
(to) 
所 以 U (to) < 0 可 替换 成 


pas(to) 
[воке < 0. 
1 (ю) 
注释 5.1 方程 (5.28) 可 以 有 几 个 解 ,这 就 说 明 可 以 同时 出 现 若干 个 转移 点 . 如 
果 方程 (5.28) 没有 解 , 那么 就 不 会 产生 阶梯 状 空间 对 照 结构 


注释 5.2 ”条 件 P(to) < 0 只 保证 t= 如 是 单 根 . 如 果 t= 如 EER, 那么 转 
移 点 要 用 其 他 办 法 求 , 在 此 不 作 介绍 . 


注释 5.3 ЖИ T (to) 取 负 号 是 因为 后 面 用 微分 不 等 式 证 明 解 的 存在 性 时 方法 
上 的 需要 , 对 (5.28) 而 言 , 只 要 I(to) #0 就 行 了 . 


边界 层 函 数 法 的 一 个 重要 特点 是 所 有 的 边界 层 函 数 都 是 指数 衰减 的 , 这 在 证 明 
(5.1), (5.2) 解 的 存在 性 时 还 要 用 到 . 
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引 理 5.1 ”如 果 满 足 条 件 [Hs ]— [Bs], 则 右 内 部 层 函 数 有 下 面 指数 估计 


Слет <Qfy(r) < Сзе 7, Жа > 0, ko > 0, 
Сзе-®т < 9 =(т) < Сце", 0 <т < оо, 


其 中 Ci(i = 1,2,3,4) 和 so, Ro 都 是 常数 . 
证 明 fE = (0) QUR z 可 展开 成 
2(0) = HO) + leE- oa(0)) + (g — vs(0)) 
= A® (g — pa(0)) + o(ğ — p3(0)). 


注意 到 АО) < 0, 而 pa(0) < g < ps(0), 所 以 对 充分 大 的 7 > r*(z* 为 某 个 固定 的 值 )， 
存在 正常 数 ko = AP -5, Ro = AP? + ó (6 任意 小 ) 有 


–ко(9 – p3(0)) < z < —Fo(ğ — #3(0)), 
或 者 


aqo, 
-5o96 y(r) < 95. У <-ю9ит.. (5.29) 


对 (5.29) 两 边 从 т" 到 т 进行 积分 
09 yl" lee- < Фит) < QGP yl), 

即 

Слет < Чит) < Слет, (5.30) 
其 中 Cu = Кие)", C, = QP uer). 再 从 (5.29) 可 得 对 9692 = 
495 的 估计 , 即 

dr 
кобете" < 9 (т) < —RoC2e ко", 


或 者 


Све о" < QP (T) < Caer, 


其 中 Cs = —коСь, Ci = 一 RoC2, 而 CiG = 1,2,3,4) 是 只 依赖 于 7* 而 与 无 关 的 常 
数 . о 


对 оО, 907) 也 有 类 似 结论 . 
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引 理 5.2 ”如 果 满足 条 件 [Hs.1] 一 [Hs.s], 则 左 内 部 层 函数 也 有 下 面 指数 估计 


Ose?" < QÇ ulr) < Свело", 
Слет < 007) (т) < Све", -oo < r < 0, 


其 中 C,G = 5,6,7,8) 和 ко, ко 都 是 与 и 无 关 的 常数 . 这 里 的 正常 数 Ro, ко 和 引 理 
5.1 中 Ro, ко 一 般 来 说 是 不 同 的 , 本 文 只 是 采用 同一 个 记 法 而 已 . 

这 样 , 我 们 就 求 得 了 to, Оу, О. 但 是 为 了 得 到 一 致 有 效 的 零 次 渐 近 表达 
式 ， siqa 必须 展开 到 t = 如 十 + OH). 这 是 因为 , 如 果 t+ — to = О(и), 
则 Gjy(r) = QFy(O(1)) 在 离开 内 部 层 时 非 指数 衰减 . 而 确定 0 是 同 0090, Оу, 
992 紧密 联系 的 . 

不 难 求 得 gP = 0. 确定 QP y, QP): 的 方程 和 边 值 为 


= d 
209, = Дау + kË, 29®у= Qs (5.31) 
9100) = (lto) — v soer 
QB)y( 于 co) = 0， QÜD);(=oo) = (5.32) 


这 里 AP = АР) + r) + Е + )，“-” 表 示 函 数 在 点 (alto) + 
Со), to) в. 
问题 (5.31), (5.32) 的 解 有 下 面 表达 式 , 这 可 代入 直接 验证 
7 
«у= ио + | 20 емо, 
s oP. T 
Pe EO но [` Ooa] 
+=") [дон (0) do. (5.33) 
АЕ 


ЭТИ ta, # (5.33) КА (5.20) 并 考虑 到 SŠ (0) = F(patto),to) = 0, 可 得 
Gi(to) + Z—1(0) f (о) (о) do = ph(to) +2710) [x о) (о) do. (5.34) 
对 (5.34) 式 通 过 分 部 积分 并 合并 同类 项 可 得 
Ppi Ppi ў 
„Г пома f" ву Је ji Fwto) dy)¥ ay) dy = 0, (538) 


根据 [Hs s] УЖ в. 
注释 5.4 在 (5.35) 的 内 积分 中 wa 也 可 换 成 p1- 
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对 Фу ал оу 的 指数 估计 , 在 此 不 做 证 明 引入 . 
引 理 5.3 ”如 果 满足 条 件 [Hs.1] 一 [Hs.3], 则 有 下 面 指数 估计 式 
IlQ < Свечт, |0722] < Сеч", -co <т<0, 
19 Ви < Спее”, 19 < Сета", 0 <т < оо, 
这 里 Ci(i = 9,10,11,12) 是 不 依赖 于 u 的 常数 , т < то. 
5.1.3 ”转移 点 t 的 确定 和 细 化 


引 理 5.4 如果 满足 条 件 [Hs.i] 一 [Hs.a], 那么 转移 点 t" 存在 且 有 下 面 渐 近 表 达 
式 
太一 如 十 OU 


证 明 ”重新 回 到 左右 问题 . 现在 把 t* 看 作 参 数 , 在 构造 渐 近 解 时 它 的 作用 跟 to 
一 样 . 
根据 上 节 构 造 渐 近 展开 式 的 方法 可 得 


z(t, ш) = Qz) +0), <, 
z(t, u) = 9 т) +0), t>t, 


其 中 r= (t-t')/p 
这 时 光滑 连接 的 条 件 (5.8) 可 写成 


97 =(0) + Olu) = 9 =(0) + О(и) 
或 者 
Q20)? + О(и) = QSP 0 + О(и). (5.36) 


等 式 (5.36) 两 边 的 O(j) 一 般 来 说 是 不 一 样 的 , O(u) 仅 表示 关于 и 的 量 阶 . 
记 


Glt*,p) = 19572200)? ~ [95 = (0) + О(и) 
a(t") 
=/ Fe,t)ay + ow 
pi(t*) 
= I(t*) + Oly). 
В t = to + Ku, 这 里 to 由 [Hs.s] 所 确定 , K 是 某 个 正 数 . 因为 


G(to + Ku, u) = Қо + Кр) + O(u) 
=+I(to +9 )Ки)Кр+О(и), 0 < 0) < 1. 
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根据 保 号 性 , 当 相当 小 时 , (о +0ауКи) 与 T(to) 同 号 . 再 取 K 充分 大 , 一 定 能 做 
到 G(to + Ku, р) ЖЕ. 由 根 的 存在 定理 , 存在 te (to 一 Kp,to+Kp) 有 G, п) = 0. 
TA е = to + О(и). o 
定理 5.1 (极限 转移 定理 ) ”如 果 满 足 条 件 [Hs.1] 一 [Hs.s], 问题 (5.1), (5.2) 存在 
具有 阶梯 状 解 v(t, n), 并 且 有 下 面 极 限 过 程 
Ф100), 0<t< to, 
palt), to<t<1. 
注释 5.5 “如果 只 是 证 明 极限 转移 定理 , 那么 光滑 性 条 件 [Hs.1] 可 以 减弱 , 仅 要 
求 下 存在 连续 的 一 阶 导数 即 可 . 
注释 5.6 ”可 进一步 得 到 £ 的 一 阶 渐 近 展开 式 : 


lim y(t, и) = 


p—0 


t" = to + nti + O(/2). (5.37) 
下 面 将 证 明 渐 近 展开 式 (5.37) 的 正确 性 . 假设 
t =to + nt, (5.38) 


其 中 to 已 由 引 理 5.1 所 确定 , 只 有 ti 是 参数 . 
tt БЕН ОФу, 000: ЖИМ. ОТ QU: 同样 满足 问题 (5.31)， 
(5.32), 只 要 把 原来 的 t, AR ty BITT. 
这 时 把 光滑 连接 条 件 (5.8) 展开 到 一 次 近似 


072200) + (е1 (to) + 917) 200) + OU2) 


= 9% 20) + n(e5(to) +9 =00)) + О(и?), (5.39) 
考虑 到 (519), 在 方程 (5.39) 两 边 约 去 /可 得 
$1 (60) + 9720) + Olu) = pi (to) +9 z(0) + О(и). (5.40) 
完全 类 似 于 (5.34), (5.35) 的 做 法 化 简 (5.40) 求 得 
ti=tƏi+O(u). (5.41) 


把 (5.41) ЖЛ (5.38) 就 得 到 了 t* 的 一 次 渐 近 表达 式 (5.37). 把 转移 点 t* 展开 式 关 
F p 的 量 阶 从 零 次 近似 提高 到 一 次 近似 称 为 细 化 . 


5.1.4 阶梯 状 解 的 存在 性 和 余 项 估计 


对 问题 (5.1), (5.2) 的 解 的 存在 性 证 明 , 可 以 有 不 同 的 方法 . 在 此 采用 微分 不 等 
式 进行 证 明 有 两 个 目的 : 一 是 为 了 让 读者 对 空间 对 照 结构 的 几何 特征 有 个 直观 体验 ， 
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二 是 在 比较 复杂 的 情况 下 品味 构造 上 下 解 的 技巧 . 往 下 将 用 Nagumo 定理 来 证 明 问 
题 (5.1), (5.2) 的 解 和 零 次 渐 近 解 的 存在 性 , 并 进行 余 项 估计 . 为 此 需要 构造 合适 的 
上 下 解 m В. 该 问题 上 下 解 的 构造 比 纯 边 界 层 情况 要 复杂 的 多 , 因为 它们 都 是 分 段 
光滑 函数 . 

这 里 将 给 出 构造 上 下 解 的 标准 方法 , 以 便 同 行 们 方便 使 用 . 

我 们 取 上 解 为 下 面 形 式 : 


_ [е0 +95 итв) + пит) + 0<t< tp 
palt) + Put) +uQ у(тв) +, ів <<1, 
其 中 tg = to бр, 78 = (t — ta)/u, ó 为 某 个 正 参数 , 它 在 验证 Nagumo 条 件 的 过 程 
中 选取 . 
函数 Оу, Ру 分 别 满足 下 面 的 方程 和 边 值 


d2 
| . Р (to) + QG (ra), ta), 
QUO) = palta) — pus(tp), QG uF) = 0 (5.42) 

和 

420 Е 

| = = APOG ulo) + АС (тв) +4»), 

10) = (ph(to) – Pi alto)t Ф uF) = 0. (5.43) 

其 中 


ВР (тв) = РЖ (ta)ra + EG? Te, УР (ra) = ше кот». 


问题 (5.42) 和 (5.43) 与 问题 (5.21) 和 (5.32) 的 区 别 在 于 把 to 换 成 了 tp. 
可 这 样 构造 下 解 ao: 


I 10 + Что) + ито) № 0<t< tos 
palt) + Чуть) + А9 Вито) фм, ta <t<1, 


其 中 to = to + би, Ta = (t — ta)/u, Оу 5 QUDy G = 0,1) 的 不 同 在 于 把 te 换 成 
ta, 而 WF) = wetioTa _ 
注释 5.7 ”为 了 讨论 方便 起 见 , 不 妨 认为 3 < tota < # 
不 难看 出 О, QEPy (i = 0,1) О 我 们 把 [0,1] 分 
成 = 个 子 区 间 |o 引 ， Е 引 , [G] вана оз Nagumo 条 件 成 立 . 


需要 指出 的 是 在 b НЕ [2,1] Е Qigy (i = 0,1) 和 它 的 导数 都 是 指数 小 . 
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首先 验证 Nagumo 条 件 (1). 在 fo, 3] 和 Ë 1] Е ао = 2n-+NST > 0(NST 
为 指数 小 ， 为 了 在 [1,27 кале, 需要 把 它 再 激 成 三 部 分 ， [49]， tantol 
12| 往 下 只 在 РЯ 和 о, ta] 上 进行 验证 , 而 在 g 引 上 的 讨论 与 在 РЯ 


上 的 讨论 是 完全 类 似 的 . 
在 区 间 [te,tal 上 
Po — во = 四 一 六 的 +@ 多 yp) 一 QRy(ra)+AG 和 ya) – Qf y(ra)] + 2и 
= paltp) — pi(ta) + ФО и(тв) — бить) + 2u = — 7) + 2u > 0, 
这 里 的 009), 007) 类 似 于 (5.23) 的 记 法 . 
在 区 间 =] 上 的 讨论 需要 把 它 再 分 成 二 部 分 4 ят], FEP E IRAE 
适当 选择 . 
ЖЕ [É ta] Е 


Po — ao = 2u + QGP (тв) — Ча (ть) + Отв) — Суть), (5.44) 
为 了 确定 (5.44) 的 符号 需要 用 到 下 面 两 个 不 等 式 
5095200 – Ф500) > ри, 509000 – Ф) > вам. (8.48) 
这 是 因为 
Фив) – Фит) = Фи), Ta < r° «ть 
vin EPU) > Oreore, Обито) < Caere, 为 了 使 (545) 第 一 式 成 立 只 


1 HO; 


Е 
w> дв № бета = ?- 
类 似 地 为 了 使 (5.45) 第 二 式 成 立 需要 
1 impCe。 zko-a)6 — P + In Ge 285 
к CS 120 = ++In ° а. 


当 6 充分 大 时 ， In Git omats, 为 负 . 这 样 , 8 пр RE t> Ë= fu + to — ó 时 ,保证 
了 (5.45) 成 立 . 

由 此 可 得 , 当 5 充分 大 时 , Bo > ао. 

至 于 在 区 间 [54] 上 , BR «у – Фу > 0, их 100050, оби 均 为 
指数 小 ， 结 果 对 充分 大 的 á, 在 [s] 上 Bo > оо 成 立 . 最 终 在 BA 上 验证 了 
Nagumo 条 件 (1). 
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下 面 验证 Nagumo 条 件 (2). 在 fo, 3] 和 B 1] Бараз) ++ Мт, 所 
以 
180 = и? з (t) — Е(ф1з (t) + и + NST,t) + NST 
= —-F,(eva(t),t)a + O(u2) < 0. 


我 们 把 B 引 分 成 两 部 分 В s|. [3 外 往 下 只 对 在 [5 sto] 上 证 明 Lo < 0, 而 
在 | 3] 上 的 证 明 是 相同 的 . 


24280 


Lh = “че 


— Е(80,0) 
2 o 42 
= (pd) + + = +e- огу “ 
—F(p1(t) + u + QB Y + оу, + NST, (5.46) 
把 F ERR F = F(u) + Flu), 其 中 
Ё(и) = Е(фити) + и + бу + QB v Th) – Е(фи(ти) + ти), 
F(u) = Fly (t) + pt). 


对 Ё(и), P(u) 进行 泰勒 展开 


20(-) 20(-) 
ғо) = Š Ses : +u Rigy Qip 2 — we-sor] + O(p?), (5.47) 
Ри) = RGO Du + 008), O< <1. (5.48) 


现在 对 LBo 进行 估计 , 把 (5.47), (5.48) 代入 (5.46) 可 得 
LBo = О(р?) + oe o” — pFy(p1(t), t). 
显 见 LBo 的 符号 由 一 uF 决定 , 根据 [Hs.2] 可 得 LBo < 0. 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 Lao > 0,0 < ё < 1. 
Nagumo 条 件 (3) ЕАН. 最 后 验证 Nagumo 条 件 (4). 先 考虑 上 解 Bo 
在 间断 点 切 处 ESM 的 符号 


(=) 
ибо) -p пб) и] 


А 4@ову , 4123] _ [dQopy 
ea) + 88 ата + а drs = [ ата l: +O(u). (5.49) 
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类 似 于 (5.21) 一 (5.28) 的 做 法 


(-) palta) 
ЕЖЫ 
TB JG) (ta) 


= I(to) — Г(ю)бр + O(8? p?) 
= —T'(to)ón + O(6? pP). 
把 上 式 代入 (5.49) Л 


° 
Г [e = -Г(ю)бр + 0(62 и?) + О(и). (5.50) 
dt |+) 


对 充分 大 的 5 > 0 但 固定 (5 不 依赖 于 р), 当 p — 0 Bf, 根据 [Hs s] 表达 式 (5.50) 是 
正 的 . 

对 下 解 oo 在 间断 点 t, 处 检验 Nagumo 条 件 (4) 是 完全 类 似 . 这 样 根据 Nagumo 
定理 问题 (5.1), (5.2) 的 解 y(t, u) 是 存在 的 . 

但 是 为 了 得 到 余 项 是 O(u) 的 渐 近 解 , 需要 把 转移 点 和 上 下 解 都 展开 到 O). 
为 此 需 这 样 构造 上 解 B1: 

„= | Я =P) + bp (ra) +n ть + РО + D+ y; 0 <t < to, 
в путур + Оу) + OSPE + О-о, ta S t < 1. 

其 中 tp = to + pti — 025. FIR ov 的 构造 是 类 似 的 ，Qgy (i = 0,1) 的 确定 如 同 
© Ру, 只 是 把 自 变量 7 替换 成 ze = [t — (to + pti — ón2)]/u, 但 Оу 是 相应 问题 
的 解 ， 其 中 在 һр 中 yp = 干 wetsore. 

对 Gi, o) 检验 Nagumo 条 件 基本 上 同 Ao, ao 一 样 ,只 有 下 面 两 处 略 有 不 同 : 

第 一 , 在 验证 条 件 (1) 时 , 在 [56 上 


В, оа = 21+ QQ) – Фу + MAy – 9) + (Бу – 9050). 
为 了 证 明 所 — or > 0. 需要 用 到 下 面 三 个 不 等 式 
10000 - Ф) > об, 
300550 – Ф) > Ром, 
FORY- 95) > шеу -o 
它们 的 证 明 跟 上 下 解 是 和 ,oo 时 基本 一 样 
第 二 , 在 间断 点 tp 处 


d61C) 
H Е 5 = би? (to) + О(и?) > 0. 
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这 样 , 由 Nagumo 定理 不 但 能 证 明 (5.1), (5.2) 解 的 存在 性 , 而 且 能 写 出 y(t, и) 的 零 
阶 渐 近 表达 式 : 
а Í olt) +Q ul) +0(и), 0 < t < to + ntr+ O’), 
| polt) +0) Ои), to+uti +0?) St < 1. (5.51) 
把 上 述 讨 论 最 终归 结 为 下 面 定理 


定理 5.2 ”如 果 满 足 条 件 [Hs.1] 一 [Hs.a], 那么 对 足够 小 的 4 > 0, ЧЕ t* = to + 
tin + O(n), 使 得 在 区 间 [0, t°] 上 存在 (5.4) 的 解 y(t, 站 ,在 区 间 [#",1] 上 存在 (5.6) 
解 yH и), 它们 在 t 处 光滑 连接 , 并 且 有 渐 近 表达 式 (5.51). 


注释 5.8 ”可 以 把 对 io, ao 和 21, aa 的 讨论 可 推广 到 anti, Bn+1, 这 时 不 但 同 
样 可 以 证 明 解 的 存在 性 , 还 可 以 得 到 解 的 n 阶 渐 近 表达 式 . 
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521 ”阶梯 状 解 的 存在 性 
我 们 将 讨论 下 面 的 二 阶 方程 和 给 定 的 边 值 条 件 [9] 


2, 
{ 95 = ЧА у), (5.52) 
0-1,8) = Уи) =0 J| <1, (5.53) 


其 中 о> 0 是 小 参数 . 由 于 方程 右 端 包含 了 一 阶 导数 а , 所 以 问题 会 相当 复杂 . 
把 (5.52) 写成 等 价 方程 组 


СИ = 
| Ви 2 
dz 
uy = F(z,y,t). (5.54) 


[Hs] 假设 F(z,y,t) 在 区 域 D = ((z,v,t)| < 1, lyl <А, 1 < b) 上 二 阶 偏 
导 连 续 , 而 h, 是 两 个 给 定 的 常数 . 

[Hs.s] 假设 F(0,y,t) = 0 有 三 个 根 y = gpilt)(i = 1,2,3), 不 妨 令 plt) < 
palt) < palt). 并 且 Е, (фаз) > 0, Fy(p2) < 0. 


写 出 (5.54) 的 辅助 方程 
dg _ 
а 
z. Р(2,9,1), (5.55) 


ат 
其 中 t 是 参数 . 
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在 相 平 面 (g, 2) 上 平衡 点 Mi,s(p1.3,0) 是 鞍点 , 这 是 因为 特征 方程 
Fr(0,9,t) – X Е,(0,0,0)| -0 
1 0 一 入 
或 者 
№ — F (0, p, t)À — Fy (0, 9,t) = 0 
有 两 个 异 号 的 实 根 . 记 判 别 式 A = F0, p, t) + 4F,(0,@,t). 
当 p= ws Bf, 
A = Е2(0, ф1з, t) +4Е,(0, p13,t) >0, №№ = —F, (0,21, t) < 0. 
4 e = фо В, 
A = F2(0, p2, t) + 4Е,(0, 2, й), № = —F,(0,@ə,t) > 0. 
这 时 , 如 果 2, (0, p2(t),t) Z 0, M2(p2(t),t) 可 以 是 焦点 , 经 过 每 一 个 鞍点 Mis 有 两 
条 轨 线 进出 , 其 中 一 条 可 以 进入 焦点 (或 走出 ) Ms. 本 文 将 不 讨论 连接 较 焦 点 的 轨 
8. 
[Hs] 假设 从 M 出 发 的 轨 线 ( 记 为 Zrt), Grt) 与 y = plt) 相交 ， 
并 且 在 交点 时 刻 对 应 于 т = 0, 在 М, 处 对 应 于 + = -coi 又 进入 Ms 的 轨 线 ( 记 为 
24 (т, 1), JO (т,9)) 5 у = polt) 相交 , 在 交点 时 刻 对 应 于 т = 0, 在 Ms 处 对 应 于 
T = +oo. 
这 两 条 轨 线 由 下 面 方程 确定 
s = #9), s = ЕЕ), gG) 0), 
890,9) = p2(t), 
09 (оо, 1) = p1,s(t), ZC) (oo, t) = 0. (5.56) 
32 H(t) = 20900, #) — 2—20, #). 
[Hs.7] 假设 对 某 个 t+=to, —1 < to < 1, Н(®) = 0, 18 н =s #0. 
定理 5.3 ”如 果 满 足 条 件 [Hs.4] 一 [Hs.7], 则 必 存 在 问题 (5.52), (5.53) 的 解 y(t, u), 
并 有 下 面 极限 过 程 
@(t), t < to, 
ps(t), t > to. 
证 明 ”为 了 证 明 该 定理 , 我 们 将 引进 两 个 辅助 问题 ( 左 问题 和 右 问题 ) 
左 问题 (—1 < t < t*, t* 作为 参数 ): 


YO „90 C) 
| ар 2" а = Р(2—),47),0), 


lim y(t, u) = I 


it 
(1u) =0, уси, = polt"). (8.57) 
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в: 
右 问 题 (t* < t < 1, t* 作为 参数 ): 
dy(+) (CD dz(+) HH 
k a Fin Атар РТ st), 
vOe, и) = plt), yP, y) = 0. (5.58) 


左右 问题 解 的 存在 性 见 [1], 29 TIE yC) 复合 成 (5.52), (5.53) 的 解 , EE CIE t =t 
处 光滑 连接 , 即 


z(t", u) = zP, y). 


(5.59) 
根据 边界 层 函数 法 [1], 写 出 左右 问题 的 渐 近 解 
I yt, u) = p(t) + Hoy (ri1) + Qoy (т) + О(и), 
z0) (t, p) = По (тп) + QozC)(z) + О(и), (5.60) 


Í y(t, u) = palt) + Qoy (т) + Roy (1) + Olu), 


2 (ь и) = Goz(+)(r) + Во= (т!) + Olu), (5.61) 
其 中 下 1 = (+ 1)/p, r = (t — В) п = (t — 1)/p, lO(u)| < Cu, C 不 依赖 于 如. 
往 下 只 写 出 002097), Qoy) (r) 满足 的 方程 和 定 解 条 件 


d 
ToP = 90:9), 


Eao = FQ, palt) + Qoy, r°), 

000900) = palt") — es (t°), 

Qoy’ (+00) =0, Ф029 (+оо) = 0. (5.62) 
对 (5.62) 做 变量 替换 


29 = Qor), $C) = palt") + Qoy (т) 
之 后 可 写成 


ae _ dz) es 
3 =#%, тар = FG), gO), t), 
0900) = (е), 


ЯР (оо, 1") = фаз (#"), 2 (оо, ") = 0. (5.63) 
记 С) = 2t", u) — «С, и). 把 (5.60), (5.61) 中 的 zG)G,, и), ЖА. 


G(t*, u) = 2900,09) — #0, =") + O(u) = H(t") + О(и). 
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考察 
Glto + Ku, u) = H(to + Ku) +О(и) 


= H(to) + E (to + ñayKu)Ku + Olu) 
= +18 (to + быки) Ки + Ои), 
这 里 0 < 64+) <1. 
由 条 件 [Hs], 对 充分 小 的 /导数 值 оо + 05 Ku) 与 ЧЕ, 同 号 . 所 以 
当 4 ЯН, 只 要 K 足够 大 , Glto Кии Я Glto — Ku, SHS 由 介 值 定理 存在 
t*(u) € [to — Ku, to + Ки, 使 得 G(t*(p),p) = 0. 因此 
t" (u) = to + O(u). (5.64) 
这 样 再 回 到 (5.60), (5.61) 的 表达 式 , 就 能 得 到 极限 关系 式 . о 
需要 指出 的 是 , 如 果 t* 采用 (5.64), 则 渐 近 表达 式 (5.60), (5.61) 所 达到 的 量 阶 
是 O(1), 而 不 是 O(u), 所 以 必须 取 t* = to + nti + О(и?). 
5.2.2 ” 渐 近 解 的 细 化 
令 


Ё = to + uti, (5.65) 
其 中 4 是 未 知 的 参数 ， 为 了 求 出 ti, 需要 渐 近 表达 式 展开 到 OUw2)， 下 面 只 写 在 
= (р) 邻 域 附近 的 渐 近 解 , 边界 函数 п 和 R 因 指 数 小 而 被 忽略 . 
| 2P (t, u) = Qoz Dr) + ulaf + 9120900) +042), 
Yt, u) = WP (t) + Qoy (т) + щи + 9] +O). (5.66) 
表达 式 (5.66) 是 左右 边界 函数 的 合 写 , 其 中 С) = (0), P = es (0) . 内 部 层 函 数 
Фог), Qoy P) 满足 的 方程 和 定 解 条 件 类 似 于 (5.62), (5.63), 只 要 把 t* 换 成 to 即 可 
Qa = Чо, 
是 goz = Рог, (to) + Qoy, to), 
0409000) = WT (to) — ф2(®), 
Ф009 (+оо) = QozC)(+oo) = 0. 
做 变量 替换 J = gE (to) + Qoy (т), = = 9 (1) 可 得 
dz) _ (TF) а 
dr 0 dr 
99900) = palto), (5.67) 
IP (оо) = 2) a (to), 2P (+0) = 0. 


= F(zG) gC), to), 
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由 定理 5.3 可 知 gC) 和 gG) 在 т = 0 处 光滑 连接 . Е 000), #9 简 记 成 
Z, 9, 而 记 Р(2,9, о) = Ё. 这 时 (5.67) 可 以 写成 


| Zos SE FE it), 
90) = nE (+00) = p1,3(to), (+оо) = 0. (5.68) 


再 看 (5.66)  9,2®), Фу) 满足 的 方程 和 定 解 条 件 


2 = ËQ P) + F, Quy) + АМР), 
0 = ®, 
Q1y TH) (0) = [os(to) — (WP) (to)lti — HT (to), 
Qiy P (жоо) = 0, 91209) (оо) = 0, (5.69) 
其 中 
07) (to) = pi (to), (BEP) (to) = ph(to), 
h€) = (WF) (to) + Рау (0) + 7) +P (to)] + Е +7). 
把 表达 式 (5.66) 代入 G(t*,u) = 0 使 得 (5.59) 成 立 , 即 
GE", u) = 90290) -QozC)(00) + uloh (Б) – ph(to)) 
+912090) — Qiz C)(0)) + О(и?) = 


化 简 后 
%(to) — p1 (to) + 9129 (0) - QuzC(0) + О(и) = 0. (5.70) 
因为 Qiz(+)(0) 含有 ti, 所 以 (5.70) 就 是 确定 t; 的 方程 . 
为 了 化 简 (5.70) 要 用 到 格林 公式 
f (vLu — uLv)dt = po (F -Fl (5.71) 
其 中 


Lu = (ри) — q(t)u = g(t) 


ERN MIERKA RHE. 
把 (5.67) 写成 二 阶 方程 


а Ба 2 
aQ a F, wO -Qu = ҺӘ, 
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这 是 形 如 u” — Ёш — Fu = hP 的 非 自 共 斩 方 程 ， 在 该 方程 的 两 边 乘 以 p(r) = 
ет 094" ВЕ НОЕ 


ри" –рЁ,ш — рЁуи = phf®. 
$ u= ot =) — буш, 有 10109 = Ph 全 ,其 中 
LOW = р Фу -pË Qiy - рб, 
н. Loto- ha. 


我 们 有 这 样 的 结论 : Qoy 的 导数 Qoz 是 Lu = phi?) 所 对 应 齐 次 方程 的 特 解 . 这 
是 因为 在 (5.68) 中 对 r 微分 有 


dz „42 = dg 
q = ат + Fvar' 
即 
d? -d А 
а2(@) = Fal gro) + FyQoz, 
所 以 
d2 | " 
pas (Qoz) 一 РЕ (3-02) —pFyQoz = 0, 
即 
Z(Qoz) = 
由 此 可 知 
0 
«ие = ац)" = P = СЭ ; 
即 А 
人 арг) (тат = p(0)I[Qoz(0)Qiz()(0) — Q.y()(0)Z'(0)]— 
--p(-oo)lQoz(-cojQizC)(-oo) — Qiy(—oo)Z'(—eo)]. 
[Hss] 假设 lim pl) AR. 
由 此 可 得 


0 
Јони) War = 20:20) — ЧКФР). 
把 012—0) 表示 出 来 


0 
91200) = z-1(0)[ f Z(r)p(r)h(r)dr + QiyC)(0)Z(0)J. (5.72) 
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同 理 可 得 
Ф900) = 7901/2 орка +. (873) 
+оо 
把 (5.72), (5.73) 代入 (5.70) 
0 
Palto) = w (to) + Z—1(0)[ 人 zph(tar + 91069500) 0) 
—2—1(0)[ 大 š#ph(-)dz + QiyC2(0)Z'(0)] + О(и) = 
Bp 
2(0) [p5 (to) — v1 (to)] +, ар ат 一 Г zph )dr+ 
+[Q1y (0) — QuyC)(0)]Z'(0) + О(и) = 
考虑 到 
Qiy H (0) — 970) = ([e(to) — (РУ — vf (to)} — 
06006) — УЕ — И} 
= —[e5(to) — ив — luft? (to) — vÉ (to)], 
所 以 
z(0)[e5(to) — p1 (to)] — Z'(0)[e5(to) — 21 (to)|t; — 2(O) ly (to) — vf? (to)]+ 
+ / риа — f ”aar+o = 0 (8.74) 
+оо 一 oo 
而 


Г РЁ) + #pËçlo1(to)(ti + r) +0) + РЁ + т) 
=f ? (Beito) +pËyel(to)r)ar +t L „ruei (to) + рат 
+ 人 К 2рЁ, 907 (to)dr + 人 И грЁтат. 

下 面 对 (5.74) 中 的 积分 进行 简化 , 利用 等 式 


a Бау 2. 9а 六 U 
Ра’) — (Ë; m + Ёй) = qz) phy =0, 
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有 
0 2 Sy ; 0 
[голода = Фи) | Роба 
j 0 
=eito 人 £ (sz) dr 
= z, 6) 0). 
同 理 十 oo 
"побиваат = об. 
往 下 有 
0 > 的 , = 
bye aoyrar = ç, (to) Г Фрёутат 
=e) тара 
, 0 
=.) Í raoir) 
0 
= (o) Í ni ar. 
由 此 可 得 


0 
f ИрЁьфа (to) + #pFyo) (to)r] ат = p1 (to) Г pË, dr + 91 (to) f: ўрѓутат 
-oo oo -oo 
a ° = , 0 
еб) /zypRar-wito) f par 
-oo -oo 


0 
=) | рё, piyar 


= —@, (to)# (0). 
即 
pi(to) Г „РЁ + Br)dr = -o (to) (0). 
рж ва 
Palto) Јав, + Br)ar = palto) (0). 
由 此 可 得 


анё) + Ва + r) + oer 


十 oo s Fa š 
- Í munaa + Ведь + 7) + oar = 
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(ез) — pi (to)]Z (0) + [gÍ (to) — Ио) (0) + [л (to) — ps(to)]z(0). 
把 化 简 部 分 与 (5.74) 抵消 掉 就 有 
十 co +o _ 
f арЁтат + t f арЁат = О(џ), (5.75) 
即 十 co 十 oo 
й = (- 人 ¿pray f zpFd7)-! + О(и). 
ДЕ (5.67) 中 , WRS ti = t + О(и), W| 
ti = (—- f k: #pFyrdr)( J => 2рЁ4т)*. 
利用 以 前 记 法 
HE) = 908) — >"), Z = Zoe) = 2.08) 


将 证 明 ЧН |. 0, 从 而 推出 在 t: 的 表达 式 中 分 母 不 为 零 
Але (5.63) 中 代 换 


gP = palt) +Q, ZP = Qo, 


令 gQ = 0%, ZQ: = Y, 在 (5.63) 中 对 t 进行 微分 


а 400209) dQoz (F) 
ELD) -rO ET + ROLE ++ RO, 
4 Ee) r dQoz(T) 
dr dr а 
即 
EIO = EON? + ВЧ +44 ) + RO, 
iw =, 
aO) = pat) — (PVE), 
49 (+оо) = У (+оо) = 0. (5.76) 
利用 格林 公式 有 


900) (0) = 0 Ён) + Авг 


+оо 
- f zp[EB, ps(to) + Ёрат + 2'0) о) 0}, 
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而 00 
[Г вооа [зовут = АЮ 0) — 96, 
0 


这 时 边界 条 件 为 
q(t)(0) — 4200) = p1 (to) — 98). 
考虑 到 这 些 , 化 简 后 可 得 
7+)(0) -7C)(0) = –2—1(0) ТВ ™ zphdr. 
因为 当 + = 0 时, 轨 线 与 y 轴 不 交 , 所 以 200) #0. 这 就 说 明 
r (0) — r (0) #0 
的 充 要 条 件 为 


2 


авг) - б) #0. 


ан = 
а" =ь = 


由 此 推出 人 *> phar #0, 这 就 证 明了 t ВАННА. 


定理 5.4 МИ (5.52), (5.53) 具有 阶梯 结构 的 解 是 存在 的 , 它 具 有 下 面 的 渐 近 
表达 式 


Ф200) +О(и), t=to+ pt 
palt) + Roy(m) + Qoy ™ (т) +O(u), t> to + ph, 
其 中 7= (t — to — ий) /и. 


注释 5.9 ”利用 y(t u) A y(t, u) 的 高 阶 渐 近 表达 式 可 以 得 到 t* 的 更 高 
阶 近似 


41 (8) + Поу(т-1) + Qoy (r) +0(и), t< to+ uti, 
(и) = 


t =to+uti +26 +, 
其 中 确定 в, HARRA ti 相同 的 分 母 . 
5.2.3 ”若干 特殊 情况 和 例子 
例 5.1 讨论 下 面 边 值 问题 
| PĒ = Ады И + Bit), 
y(-1,4) =y(1,4) = 0, 
其 中 假设 B(g,t) = 0 有 三 个 根 : o) (t) < p(t) < palt), 并 且 В, (із) > 0, Bylp2) < 
0. 
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这 里 
F(z,y,t) = А(у, 2? + B(y,t). 


把 它 化 成 等 价 方程 组 


{ ву = 2, 
ра! = Aly, t)z? + В(у, ё). 
显然 , Р(0,0,0) = B(y,t) 有 三 个 根 100) < palt) < sa 人 且 满 足 
Е,(0, 91,3, t) = By(pls) > 0, Е,(0, фэ, t) = Ву(ф2) < 0. 
这 时 特征 方程 为 
№ = Е, (0, 6,4 = By(e, 0). 


34 р = pus В, №2 = +УВИфиз, 5), 所 以 (p13,0) 是 鞍点 . 而 (2,0) 是 中 心 . 这 
说 明 在 相 平 面 上 存在 从 Ms 出 发 而 进入 Ma 的 轨 线 


= = Цао, 922 + В(0,9)] 
Bp I 

505) = A.D2 + (wD. 
© и= 2, 


за = 2A(y Du + 289 
u= ehn 4% Ef ве- 1 А9 де + с . 
pa 
不 妨 取 С = 0, 可 得 

z0) = pelia A4 веза) 
Фі 

200 = pelea 4% ef Be- fÉ, 2497 qç + с 2 
Фз 

由 [Hs.7] 得 到 求 to 的 方程 
I O еде" забота = 0, 
Ф100) 


条 件 [Hs a] 也 满足 , ЕРА Ё, = 2А(7, 0), 并 且 


78 Я 
- [а =-2 [| Atov <0, 
d Фа 
所 以 


р(т) =e б = e 2 Sa A(u,to)dy 


AR. 
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例 5.2 ”讨论 下 面 问题 
28y 
| p- СА +1), 
У(-Ьи) = y(1, 4) = 


假设 A(T, t) =0 有 三 个 根 : pr(t) < palt) < ys 的 并且 Ар, > 0, Aslon t) 
< 0. 
先 化 成 等 价 方程 组 


I цу = 2, 
ша = A(y,t)(z +1). 


特征 方程 为 = АК. 所 以 (pxa,0) 是 鞍点 , 而 (2,0) 是 中 心 . 


ыы dz _ A to)(z+1) 
во 


ГА Е ЖЕ (r) А а 
ӯ, ®) 99, 
6-0) Z + 1 hia Groat 


Er) — ш(1 + 2(7))] = ji в А(4, 0) 95. 
Ф 


由 积分 得 


即 


5(r) z (т) 
同 再 ,对 / Ha = f. „0.940 积分 可 得 
mes 


(+оо) Ž 
[2 (т) — In(1 + 8+)(7))] = f y А(ӯ, to)dy 
ws(to) 
这 样 就 得 到 了 求 to 的 方程 
pa(to) 
f Aly, to)dy = 0. 
1 (to) 
下 面 验证 条 件 [Hs s] 
та f К 
f Fdr = [ A(g,to)dr = f. 可 A(y,to)z 1 (y) dy, 
这 里 z(u) 是 y 的 函数 . 
因为 


z(z + 1) 1dz = А(у, to)dy, 
所 以 
(z 十 1-14 + = A(n,to)z 1, 
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进而 
ОР ta 
9(—оо) 2(—оо) 
= ln(z +1) 
=ln(ž + 1). 
最 终 可 得 s . 
р(т) =e Л №4" = IFR 
所 以 p(r) 在 相 平 面 上 有 界 . 
53 ”方程 组 的 阶梯 状 解 
我 们 先 讨论 一 阶 方程 组 和 第 二 类 边 值 条 件 [10] 
ци = F(u,u,t), 
| ри = G(u,w,t), (8.77) 
и (0, м) =0, и’(а,р)=0. (5.78) 
给 出 下 面条 件 : 
[95] 假设 对 固定 的 上 = te [0,1], 辅助 方程 组 
至 = Fad, (5.79 
E 009,9, (5.80) 


有 一 个 首次 积分 $(а,5,9) = C. 

[Hs.10] 假设 对 固定 的 上 = t < [0,1], 辅助 方程 组 (5.79), (5.80) 有 两 个 鞍点 
Миф, (D)G = 1,2), 其 中 (ФО, 44 (D) 是 退化 方程 组 Få, 0,0) = 0, С(&,5,0) = 
0 的 两 个 孤立 根 . 

经 过 Mi, M2 的 轨 线 满足 方程 (# 固定 ) 


Sm: Bã, = Ф(ри (9,41 (9,5, (5.818) 
Sm: Ф(0,9,0) = Ф(42(9,42(9,0, (5.815) 


[Hsu] 假设 在 某 个 时 刻 t = to (0,1) 有 连接 Mi, М. 的 异 宿 轨道 . 
显然 , 转移 点 如 满足 下 面 方程 


Ф(ф1 (to), 41 (to), to) = B(p2(to), 42(ю),ю). (5.82) 
当然 这 样 的 to 可 能 存在 多 个 , 但 这 里 我 们 考虑 只 有 一 个 的 情况 . 
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为 了 证 明 (5.77), (5.78) 存在 阶梯 状 解 , 我 们 需要 引进 下 面 两 个 辅助 问题 (左右 
问题 ) 
左 问题 (0 < t < t*, t" 为 参数 ): 
џи = F(u,v,t), 
pv = G(u,v,t), 
(0,0) =0, ut, u) = FAE) + pa) = ое). 


右 问题 (t* < t < 1): 
ри = F(u,v,t), 
| pu = G(u, о, t), 
u(t", u) = uo(t*), u(1, 4) = 0. 


XE t* € (to — ô, to + ó), 而 5 是 一 个 很 小 的 正 数 . 
由 边界 层 函 数 法 [1], 左右 问题 的 解 (uC) (4, и), 55 (6 и)} 是 存在 的 , 且 有 下 面 
渐 近 表达 式 š 


I u(t, u) = palt) + Qul) + О(и), 0 <t<r, 


v(t, u) = palt) +95) + О(и). (5.83) 
{ u(t, и) = (0) +QPulr) +0), tf <t <1, 
эн) = 0100) + QP т) + Olu). (5.84) 


[Hs.12] 假设 方程 (5.81a), (5.815) ЖФ о 在 wo(t*) 的 邻 域 能 表示 成 
Sm: O = (0,0100), 0109), 0), 
Sm: P = V(ü,o2(D, (9), 0). 


32 До = 900) — 60). 
显然 


Av(to) = V (uo(to), фа (#o), Ч (to), to) — V (uo(to), p2(to), Y2(to), to) = 0. 


Msas) 假设 ЗУ) #0. 

由 [95.13] 可 知 , 对 足够 小 的 (и 一 0 但 固定 ) 有 Avlis < 0, Дораг > 0. 
这 两 个 不 等 式 的 几何 意义 是 经 过 如 一 5 或 如 +6 时 , 从 M> 出 发 的 轨 线 比 进入 М, 
的 轨 线 低 (高 ). 所 以 


vH (t, u) — uC) (ç, и) agr Ду +О(и) < 0, 
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v(t, u) — v(t, u) R a Ау, + О(и) > 0. 


这 就 意味 着 存在 t e (to — ô, to + ó), 使 得 v(t, u) = С, и). 由 此 说 明 左右 问 
题解 的 u, о 分 量 都 能 连续 地 连接 起 来 , 所 以 问题 (5.77), (5.78) 存在 阶梯 状 解 . 把 上 
面 得 到 的 结论 归结 为 下 面 的 定理 . 

定理 5.5 “如果 满足 条 件 [Hs.9] 一 [Hs.13], 则 (5.77), (5.78) 存在 阶梯 状 的 内 部 层 
解 , 即 有 下 面 极限 性 态 


_ fat), t<to, 
= { plt), t>to 
: _ Í (tD, t<to 
960 = [ Yalt), t> to. 


从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 , 只 是 在 to 的 ó 邻 域 表 达 式 (5.83), (5.84) 是 Olu) 的 . 为 
了 得 到 在 整个 区 间 [0, 1] 上 的 渐 近 表达 式 余 项 为 Olu), 我 们 必须 对 t* ЛЕ О(и2), 
Ве = to + uti + О(и2). 还 需要 求 出 三 . 

下 面 我 们 把 渐 近 表达 式 (5.83), (5.84) 展开 到 一 次 项 . (0, 50) 在 to 处 是 间断 的 ， 


即 
2 - {20 t<to 2 _ fvt), t<to, 
а= > 
pilt), t> to, 0100), t> to. 
(ü = Qou + üo(to), = Qov 十 Vo(to)} Æ т = 0 处 连续 , 它们 满足 下 面 方程 组 
Š раб), 
中 = G(ü,ë,to). 
一 次 近似 项 {Quu Qiu) 有 下 面 方程 组 确定 
OE ра, бк) + РА.) 90+ Л, (6.861) 
SL = Gu(t,,to)Q1u + G (t, 8, to)Q1v + g1, (5.85b) 


其 中 f, g 是 已 知 函数 . 例如 
Л = Е (@, 5, о) (ю)(т + t1) + Е.(@, 6, о) (6) (т + t1) + Е (@, 6,to)(z + tı), 
(Qu, Q1v} 满足 下 面 边 值 
Qiu(+0) = [—ü0(to +0) + ug(to)]tı — z(to +0), 
Qiv(+0) = [-W(to + 0) + w(to)]t — 5: (to + 0), 
Qiu(+00) =0, Qiv(+00) = 0. (5.86) 
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s a 90 y = 90 是 下 面 方程 组 的 角 


dr 
Z = субб + G. (0,8, to)". (587) 
暂时 未 知 的 t, 所 满足 的 方程 可 用 下 面 方法 求 得 . 先 写 出 (5.87) HARA 


l de (Ged, Dt) 


l AE Ва, нь) + Fy(ā,5,to)ð', 


qË вао й, — G, (8, Bto). (5.88) 
ЕЖИКИ (—00,0) 和 (0,455) 上 分 别 利用 格林 公式 , 然后 相 加 


“вел gy)ar + @ (On (to +0) — шо — 0) + 8 Обь +0) — nhlto = 0N) 


= ü, (0) [1 (to) — 95 (ю)]& + 5. (0)|01 (to) — 45 (и). (5.89) 
方程 (5.89) 就 是 求 t 的 方程 . 


注释 5.10 ”如 果 (5.77), (5.78) 是 Hamilton 系统 , B| F = —H,, G = Hu, WI 
(5.87) 和 (5.88) 可 写成 


| = = -Hwt — Ни, 
Z = Hut + Н, 
SË = Hut, ~ Ha, 
学 = Н, — Huvi. 


Ж 0 =5', 5, = 0, Жи 就 容易 得 多 . 
对 Hamilton 系统 , 从 (5.89) 可 得 
+оо оо 
J [0 (Futo + Futo + В) — 0 (Guth + Guh +G,)]|rdr + tı f (VF — ü'G,)dr 
= #'(0)[8i(to + 0) — ü1(to — 0)] — 2 (0)[5i (to + 0) — 1 (to 一 0)]. (5.90) 
ЖЕ (5.90) F t 的 系数 是 非 零 的 . 关于 这 一 点 , 可 这 样 计算 
Гев -ас)аг= | Cuma – андаг 
=- É Нада + Ни dó 
= -HiS 


= He(p2(to), wa(to), to) — Help1 (to), 41 (to), ёо). (5.91) 


53 ”方程 组 的 阶梯 状 解 113. 


为 了 证 明 (5.91) 式 非 零 , 需要 和 条 件 [Hs.13] 联系 起 来 . 为 此 , 重新 写 出 Sm, 
š=1,2. В 
Sm: Н(шо (9,5, 9 — Н(фид, 00,0 = 0, 


Sm: H(uo(D,5C),) – H(ea(#), 409), = 0. 
每 个 方程 关于 主 求 导 
apie y нот? + 9-а + 00 +0] = 0, (690) 
anea ao ) LAO — ПО + А00) +В] = 0, (5.98) 
其 中 AP = G(p12(D), 2 (D,D = 0, AP = -F (p120), 01200,0 = 0. 
在 (5.92), (5.93) EWG E — to, 再 相 减 . 考虑 到 


AP ia с | у | =. я. я Be), д | 


E=to f=to ` 
可 得 НА 
-F (uoto) vo, t) 00-87, 
t Bady 
Bp 
адо = H((e2 (to), Valto), to) 一 poh 
а |==, Е(ио(ёо), vo, to b 
根据 条 件 (Нь 18], 可 得 (5.91) 非 零 . 这 样 从 (5.90) Е t. 
下 面 讨论 三 阶 方程 组 [11] 
KẸ = оош), 
a = h(u,v,w,t), 0 <t<1, (5.94) 
其 中 п> 0 是 正 小 参数 , 边 值 条 件 视 情 况 而 给 . 
[Hs.14] 假设 退化 系统 
fluv,w,t) =0, guv,w,t) = 0, h(u,v,w,t)=0 
有 两 组 解 : 
u= (t), =, ш= (0), i=1,2. (5.95) 
针对 下 面 辅助 方程 组 
= лаба), Š = (sa), Венев) (696) 


dr 4т 
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的 每 组 解 (5.95) 对 应 于 平衡 点 МИФ, W (t), x(t) (i = 1,2), 这 里 t 固定 , —co < 
т < +oo. 


[Hsas] 假设 矩阵 Bi(t) 有 三 个 实 特征 根 和 x(t), k= 1,2,3. 


fa fo fo 
B,(t) = | ga 95 gë (5.97) 
ha ha hú] (0), owt), wx. 
我 们 把 特征 值 可 能 出 现 的 符号 分 成 下 面 各 种 情况 : 
1) Mil-,—,—], Ma[—,—,—]; 2) Mi[—, —, —), Mo[—, — +l; 
3) м\[-,-,-],-,+,+р 4) Ma 一 ,一 一 ,Maz[+, 十 ,十 ]; 
5) Mi|—,— +}, Ma[—, —,—]; 6) Mi[—, —, +], Ms[—, —, +]; 
7) Mi[—,—,+), №[-,+,+) 8) Mi[—, — +], Ма, +, +J; 
9) мц-, +, +], М2[-,-,-}; 10) Mi[—, +, +], Mo[—, —, +]; 
п) Mi[—,+,+], M2[—,+,+]; 12) M.[—, +, +J, M2[+, +, +J; 
13) Mi[+, +, +), M2[—, —, —]; 14) Mı[+, +, +], M2[—, —, +]; 
15) Ми+, +, +], М2[-,+,+]; 16) МИ+, +, +], M2[+, +, +]. 
现在 分 析 上 面 所 列 出 各 种 情况 : 
1) Mi[—, —, -), М»|-,-, -]- 没有 连接 Ma 和 Mo 的 轨 线 . 只 有 在 t = 0 附近 出 
现 的 单 边界 层 且 趋向 М, 或 Ma 的 解 ; 
2) м! |-,-, —), M2[ 一 , —, +]. 没有 从 Mi 到 Mo 的 阶梯 状 解 . 只 有 在 t=0 处 出 
现 单 边界 层 且 趋 向 Mi 的 解 . 或 者 趋向 M 的 双边 界 层 解 . 
3) М; [-, —, -], М2[-, +, +). 没有 从 Mi 到 Mo 的 阶梯 状 解 . 只 有 趋向 于 Mi 的 
单 边界 层 解 , 或 者 趋向 于 Mo 的 双边 界 层 解 . 
4) Mij- —, 一], Ma[+, +, +]. 没有 从 М, 到 М 的 阶梯 状 解 . 只 有 在 上 = 0 附近 
出 现 单 边界 层 并 趋向 于 M 的 解 , 或 者 在 t = 1 附近 出 现 单 边界 层 并 趋向 于 Mo 的 
解 ， 
5) M [—,—, +], Ma[—,—, 一]. 有 连接 М, 到 Ma 的 轨 线 , 但 无 法 在 t= 1 处 给 边 
值 . 
6) M.[—, — +], Mo[—, -,+]. 存在 从 Mi 到 M 的 异 宿 轨道 . 既 有 趋向 M, 也 
有 趋向 于 Mz 的 双边 界 层 解 . 
7) Ми-, —, +], Мз[-, +, +]. 存在 М, 到 М» 的 异 宿 轨 道 , 但 无 法 在 t= 0, 或 者 


在 t= 1 处 给 边 值 . 也 有 趋向 于 Mi 或 Mo 的 双边 阶层 解 . 

8) м.[-, 一, +], М +, +, +]. 没有 从 Mi 到 M: 的 异 宿 轨道 . 既 有 趋向 于 Mi 的 
双边 界 层 解 , 也 有 趋向 于 M 的 单 边界 层 解 . 

所 以 从 1) 一 8) 只 有 一 种 情况 6) 对 辅助 系统 能 给 出 边 值 条 件 以 保证 具有 内 部 层 
的 解 存在 . 


ъз ”方程 组 的 阶梯 状 解 115 


同样 , 从 9) 一 16) 也 只 有 一 种 情况 11) 存在 具有 内 部 层 的 解 . 
531 ”内 部 转移 层 解 的 存在 性 和 转移 点 位 置 的 确定 
[515] 假设 矩阵 (5.97) X} i = 1,2 都 有 两 个 负 特 征 值 和 一 个 正 特征 值 . 
对 若干 情况 [Hss] 确实 能 满足 , 例如 
l -jaan 9,55, 
39 = (а, üü) 0<Е<1. (8.98) 


这 时 特征 方程 为 
[(fa — А)(9е — А) — gafo] (ho — А) = 0. (5.99) 
对 二 次 代数 方程 (fa 一 入 )(gs — A) — ga fo = 0 能 做 到 异 号 实 根 . 如 果 要 求 和 = ha < 0, 
那么 (5.99) 就 有 两 个 负 特征 值 和 一 个 正 特征 值 . 
[Hs.16] 假设 辅助 系统 (5.96) 有 两 个 积分 流 形 @,(ü,5,6,t) = Ci( i=1,2),t 固 
定 . 
Mi: %,(ü,5,@,t) = Bi(p1(t), Y(t) х1(0),0, i=1,2, (5.100) 
M2: ®ı(ŭ, Č, Ü, t) = Bi(p2(t), Ya(t), х2(0), 0), і= 1,2. (5.101) 
[Hsar] 假设 (5.100), (5.101) 分 别 能 表示 成 | 
= 00000,0), = ИС), 0), (5.102) 
Š= 00000,0), в=и (а. (5.103) 
М (5.100), (5.101) 可 得 异 宿 轨道 存在 的 必要 条 件 
Sili (t), 41 (t), xi (t),t) = Bi(p2(t), a(t), x2lt), t), і= 1,2. (5.104) 


这 就 是 求 如 的 方程 ， 请 注意 (5.104) 有 两 个 方程 ， 而 自 变 量 只 有 一 个 ,所 以 方程 
(5.104) 一 般 无 解 . 

[5.18] 假设 方程 (5.104) 有 解 上 = to. 

做 差 


Av = VH (а, 1) – УС (0, D, (5.105) 
Aw = Иа, 3 – "Са, t), (5.106) 
这 里 冬 是 的 任意 西数, 但 Ф100) < ú(#) < p2(t). 
[sas] 假设 导数 20 220, 不 同时 为 
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对 方程 组 (5.94) 给 出 边 值 
(0, п) = м0, (0, р) =, w(1, p) = ш. (5.107) 
所 给 问题 (5.94), (5.107) 具有 内 部 层 的 解 可 看 作 是 下 面 左右 问题 解 的 合成 


左 问题 : 取 方 程 组 (5.94) 并 记 解 为 u(t,p), (t, и), wtu), teot]. 
给 出 边 值 条 件 : 


400, р) = и, v0, u) = 00, (Е, и) = u° (5.108) 
(t, u* 是 未 知 参数 ). 
右 问 题 : 取 方 程 组 (5.94) 并 记 解 为 ut) (t, и), 00006, р), «(6 и), teg 
给 定 边 值 条 件 : 
u(t, и) = и", PE, и) =", Фа, и) =w (5.109) 
( u* 是 未 知 参数 ), t* 称 为 转移 点 . 
可 见 分 量 uO), uH) fg t = г 是 连续 的 , EFH v, w 在 该 点 的 连续 性 来 求 t+， 


即 要求 : 
OE и) = (Е, и), ш) (6, р) = wt, п), 


这 里 未 知 变量 是 t*, ut, v* 和 ш" = шч (Е, y). 
我 们 把 г, и", о" 都 展开 成 u HERH 


t*=to+ uti +, ш =u фиш +, 
2% =u + pu +, ш" = wo Huw +5, 


而 认为 u* 是 t° 的 任意 函数 . 不 妨 取 
WE) = ее) чеке). 
根据 边界 层 函 数 法 , 可 写 出 左右 问题 的 渐 近 解 . 记 z = {u,v w}. 


206 ш) = & (£) + pa NE) + Hoz(zo) + Iz(7o)+ 
+Q =(т) + и (т) +O), otse, 
z(t, u) = ZEP (6) + pa + QGP =) + QE z(7)+ 
+Roz(n)+ pRiz(n)+ О(р?), # <t < 1, 
Жи zo = t/m r = (t —t*)/p, т = (t — 1)/p- 
先 用 渐 近 解 的 零 次 近似 : 


z(t, и) = 0700) + Пог(п) + 971) + Olu), о<:<!, (5111 
z(t, u) = 590 +9 (т) + Вог) +O), P <t<1, (5412) 


(5.110) 
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其 中 
00) = {фе ВО = (6200), 200), х2(0)). 


内 部 层 函 数 ОР о 满足 的 方程 和 定 解 条 件 为 


(于 ) 
SWE раа) + О, Во) + Qv, D во) + Qw, to), (6.13) 
200) + Аш) =, QP z(+00) = 0, (6.114) 


这 里 F = (f,g, hy, zo = {мо vo, wo}- 
从 边 值 条 件 (5.114) 可 推出 


[Qoz(0) + zo(to)]+ = 0. (5.115) 


对 (5.113), (5.114) 进行 变量 替换 = 2%) +9 =), 
= Gss, 
至 = (本 四 
52 аме); 
2(0) = 20, z(-00) = 8 (to), 2(оо) = 4080). (5.116) 
根据 前 面 的 讨论 , 为 了 得 到 连接 Mi M2 的 轨 线 , to 由 (5.104) 或 者 Av = 0, Au = 0 
确定 . 这 时 


uo = ü(to), 
vo = uC)(uo, vo) = (+) (uo, vo), 
wo = z) (uo, vo) = wH (uo, vo). 
下 面 证 在 to 的 邻 域 存在 t (п), 使 得 左右 问题 的 解 光滑 连接 . 在 t* 处 表达 式 (5.111), 
(5.112) 可 表示 成 
ze, u) = ZE) + 9670200) + Olu), 
zH (ee, u) = ZP e) + 909200) + O(u). 
考虑 到 在 左右 问题 中 u° 是 相同 的 , 还 要 求 在 左 问题 中 v* 必须 与 右 问题 相 一 致 , 即 
vt =u (t, р). 这 样 在 t 处 z 的 前 两 个 分 量 相等 . 可 从 第 三 个 分 量 w ЖЖ г. 
从 (5.117) 有 


(5.117) 


w(t, u) — w(t", и) = [Qow(0) + wolt" + + О(и). (5.118) 
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mg 209] ”= o, 那么 根据 [Hs ao], во 20. 这 时 对 右 问题 可 这 样 给 边 值 
ðt |. t=to 


(и) =", и, и) = 


ЗЕ и, и) = u" Ме 可 由 о ДУВАНА г. 所 以 可 以 认为 
Š ли, # 0, HER F880GEFE464E t'(u) = to + Olu), 使 得 Awt, и) = 0. 8% 
证 明了 具有 内 部 转移 层 的 解 存在 . 

把 求 得 的 t* ARA (5.111), (5.112) 可 得 (5.94), (5.107) 解 . 但 是 这 时 在 (5.117) 
的 渐 近 解 中 余 项 为 O(1). 为 了 得 到 余 项 为 Olu) 的 渐 近 解 , 必须 把 t* 展开 成 t* = 
to + uti + O(u2). ТЖ в. 

在 左右 问题 中 令 t* = to + uti, 其 中 t: 作为 未 知 参数 . 我 们 要 用 表达 式 (5.110), 
余 项 为 OW). 需要 写 出 一 次 项 系数 z(+) 所 满足 的 方程 


= Raf + Aoh + Ев. (5.119) 
这 时 内 部 层 函数 Qf7)z 由 下 面 方程 确定 
зарн = ËQ Pu + ARP + F, QE) + Pa, (5.120) 
其 中 
F. = Кю) + ti) +86] + А00 (to) lr + ti) +96] 
+ Р.О (и) (т + ti) + ®® (to)] + Ёт + ti). 

相应 边 值 为 

[Q1z(0) + zı (to) + 20 (ю)Е + =0. (5.121) 
光滑 连接 条 件 为 


[Qow(0) + @o(to)]Ë + plQ1w(0) + Ф (о) + (и) + + О(и?) = 0. (5.122) 
考虑 到 [Qow(0) + o(to)]|£ = 0, 有 
[Qi zo (0) + 1 (to) + во (5) + + О(и) = 0. (5.123) 


这 就 是 求 ti 的 方程 . 请 注意 Qiw WAH ti 
我 们 将 单独 讨论 对 的 依赖 性 , 从 (5.120), (5.121) 可 见 , Qiz = и 


这 里 Q, z 仅 依赖 于 to. 事实 上 , 对 (5.120), (5.121) 关于 tt RẸ, Ji 


94112 = = = = = ~ 5 
S — Rut Рао + Рьдши + Ra + a + Ру q ñ, (6.24) 
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[oaz(0)+ z(to)]+ = 0, (5.125) 
这 里 省 略 了 “ 士 ”. РА 
如 果 对 (5.113), (5.115) 关于 如 RF, 并 记 qoz = 7207. BR qoz МЕН 
(5.124), (5.125) 同样 的 方程 和 定 解 条 件 . 由 此 可 得 


OQo0z 
to 


Qz = ti + 912, 


其 中 Qiz 仅 依赖 于 to- 
方程 (5.115) 是 (5.106) 的 另 一 种 写法 , 所 以 


可 以 把 方程 (5.123) 写成 
дош 
to 


+ 0 (to)]£ = PA hto #0. 


iE 
参数 与 Бает 


+ Wh(to)]t + 1010 + w(to)]+ = О(и). (5.126) 


+ + [Qi + wi(to)]+ (5.127) 
ЖЕ (5.127) 中 t бым 所 以 и 可 惟一 确定 ， 从 (5.126) ЯМ, ti = 
tı + O(u), BP t* = to + uti + O(u2). 我 们 把 上 面 的 推导 归结 为 下 面 的 定理 . 


定理 5.6 ”如 果 满 足 条 件 [Hs.14] 一 [Hs.19], 那么 边 值 问题 (5.94), (5.107) 在 t 的 
领域 存在 阶梯 状 解 (5.111), (5.112), t* = to+uti, 这 里 to 由 方程 Q w0)+0 (to) = 
Q WO) + в) (to) 确定 , T tı 满足 线性 方程 . 

Я 5.3 考虑 边 值 问题 

du 


eg” 
"g" (и? — 1)(u — a(t)), 
E ES 0<t<1, 


u(0,u)=u, w0, и) = шо, u(l,a) = ul. 


5=0, (42 —1)(0—0(0)) =0, V2(ü-—%@)=0 
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我 们 将 讨论 从 第 一 组 退化 解 转 移 到 第 二 组 退化 解 所 构成 的 阶梯 状 解 . 这 里 


ФК = –1, Ф200) = 1, 
y(t) = 0, y(t) =0, 


x(t) = –1, x(t)=1, 0<#<1. 
Mi( 一 1,0, 一 1), №(1,0,1) 分 别 是 辅助 方程 组 
qü _; 
а= 


S = G? — DG — a(B), 
š = У2(а Ф) 
的 鞍点 . 这 可 通过 计算 特征 方程 
[А2 — (38? — 1 – 2aü)](— V2 — А) = 0. 


的 根来 确定 . 

在 М, 上 特征 根 为 Xua =+У2+2а А = - 2; 

在 M: 上 特征 根 为 和 12= 圭 V2 一 2a,， № = 一 V2. 

所 以 属于 情况 М. [-, —, +], Mo[—, +. 考虑 到 辅助 方程 中 第 一 , 第 二 个 方程 与 
第 三 个 方程 可 分 离 , 所 以 通过 对 第 一 , 第 二 个 方程 进行 积分 可 得 经 过 М, 的 轨 线 


p= ofe — 1)(u — a(t))du 
和 经 过 1M 的 轨 线 
P= 2f = 1)(u — а()аи. 


mesma 
в-а = 0, 
一 1 


BI a(to) = 0, T vo = [2 J"°(u2 — D(u а). 
往 下 写 出 确定 转移 层 主 项 所 满足 的 方程 和 边 值 


— =š, 


6 2-2 
— = =1 
7 = 260 ), 


5.4， 井 性 相同 的 两 个 二 阶 奇 摄 动 问题 边 值 问题 的 内 部 层 


解 得 
iir) = IEEE si) = 202667" 21-6 
Шт? = + Сеў" ° 2 1+ Сеу"' в’ 
Vir 
Ce 
@(т) = (wo 一 Derv +1- де (一 TO )- 


其 中 C = (1 +uo)/(1 — uo), uo 是 任意 的 ,但 —1 < uo < 1. 


可 见 
„lim ü(r)=-1, „lim (7) =0 „lim (т) =-Ь 


im ar) =1, Ша 90) =0 lm (т) 1 
此 外 , £ t= 0, t= 1 处 边界 层 函 数 分 别 由 下 面 方程 组 和 定 解 条 件 确定 


d a, SË (0-00), 


аъ" аъ 

59 = sto - ü), 

ao) = wo， %@(0)=%u0 ъ= 
ioo) = -1， ë(oo) = 0， (со) = –1. 


E-on 92-00-1080), 


Ti 

$ = 506 — ü), 
t 一 1 

#1) = ш, =— 

(1) ль 


@0(—оо) =1, 5(—00)=0, @(-оо) = 1. 
54 РЕГАТА ИУ АРНЕ 271278037708 [278140 pq Pn E: 


5.4.1 ”问题 的 提出 
我 们 将 讨论 下 面 边 值 问题 [12] 


2, 
PIR = Fluvi), 
2920 
ёт = Gun), 0<+<1, (5.128) 
%(0, и) = и, vO = 00, щ(1,н) = шї, р =u. (5.129) 
[Hs.20] ”假设 Е(и, о, 0), G(w,v,t) ИУ D(z, t) 的 实 部 和 虚 部 . 
由 解析 函数 性 质 可 知 
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对 固定 上 和 自 变量 r = (t —to)/u 有 两 个 首次 积分 


РЕ - [раи ба + С, = Нб) +6, 2-3 Sia 
м [Gdu+Fw+0 = набо, 4-5. 
[Hs.21] 假设 退化 方程 组 F(w,v,t) = 0, С(и, 0,0) = 0 有 两 个 解 = pilt), 


v = p(t), и = (0), v = valt), 并 且 下 面 矩阵 的 特征 值 非 负 和 不 为 零 


Буры Vest) . tatà (54431) 
Gu(pks фь t) Golpe Vet) J ' - 


这 就 意味 着 把 (5.128) 写成 四 阶 方程 组 时 , 平衡 点 М1 (фл, V1 0,0), Ма (ро, 02, 0,0) 
是 鞍点 . 从 (5.130) 可 得 经 过 鞍点 的 表达 式 
(@,0) 
ie 一 的 =f ” Pdu Gdv = M (8,0,4) — Hi(pk Vt), 
баву ao (5.132) 


54= Саи + Fdv = Ho(ü,5,t) — Hə(@k; Vr, t). 
(ek) 


由 此 可 得 存在 连接 两 鞍点 MI, M2 轨 线 的 必要 条 件 


Hi(p1, а, б) — Hi(p2, %2, to) = 0, 
Ho(@u; V1, to) — Ha(p2, Фо, to) = 0. 


可 见 要 求 u,v 都 有 阶梯 状 是 不 可 能 的 , 因为 要 求 to 同时 满足 两 个 方程 (5.133), 
但 是 有 时 候 (5.133) 是 相 容 的 . 这 可 参看 下 面 列子 . 


(5.133) 


#1 54 考虑 方程 组 
20и з w2 š: QR 
да =“ — 3uv? — а(#)(и? — v?) — u + a(t), 
pt = 3u?v — v? — 2a(t)uv—- v, 0<t<1. (5.134) 
退化 方程 有 下 面 根 


1) v=0, и=а, №2 = 一 a? — 1 < 0. 条 件 [Hs.21] 不 满足 . 

2) v=0, и=1, №2 = 2(1 — a) > 0, a < 1, 条件 [Hs.21] 满足 . 
3) v=0, и=-1, №2 = (a + 1) > 0, a > —1, ЖА [Hs.21] 满足 . 
34 la| < 1 时 , 有 两 个 鞍点 , 对 应 于 (5.130) 有 


1 
Н = 1+5) — špe - së +аа + e — ü?) + aü, 


Ha = 35 — 9 — айб + ü 6 — 509 + að. 
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方程 (5.133) 此 时 为 
mE = iaito- GHO- itO = 390, (ала) 


(1,0) 
Hal(21,0) = 人 0=0. 


因为 (5.135) 的 第 二 个 方程 恒 为 零 , 所 以 to 由 alto) = 0 求 得 . 找到 to 后 (5.132) 可 
写成 
$F - @) =н. (а > 4, (5.136) 
94= Нз о м) В. 


М (5.136) 解 得 

dë dë +B 

T = *|A+ VA + 89}, а" TT EN: 
IRB а |,=o= uo, 5 |+-0= vo 后 方程 组 (5.137) 是 可 积 的 , 其 中 pi(to) < 


uo < ф2(®), (to) < vo < valto). 符号 + 按 根 之 间 的 转移 要 求 选取 . 
如 果 使 用 复数 记 法 , 则 上 述 运算 可 简化 . 这 时 (5.128) 可 写成 
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(5.137) 


т = ®2,0). (5.138) 
(5.130) 可 表示 成 
1а? = /seoaz+c= H+O, 五 = 5, r= =s (5.139) 
例 5.4 可 写成 
piz = (2? — 1)(z — a(t)) = 23 — a(t)z? — z + a(t), (5.140) 
而 (5.139) 表示 为 
10° = 1 - Za? 一 50 +a(t)ž = H(z,t). 


退化 方程 根 为 z = 1, 22 = —1. 方程 组 (5.133) 有 一 个 复 形 式 
H(z1,t) — H(z2,t) = 0. 
分 离 实 部 和 虚 部 可 得 a(to) = 0. (5.136) 可 写成 
ie = G z r = Га 4 az) етот = e - 12. 


(5.137) 可 写成 а 
= а 1). 
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令 zo = ivo, 为 了 进一步 得 到 解 在 内 部 层 附近 的 渐 近 表达 式 (uo = 0), 解 得 


(1+ 20) — (1 — ае У" (5.141) 


£ IF z4 (1 а)е VF ` 


分 离 实 部 和 虚 部 
(1 Е — (5.142) 
s= dve- Y?r 
S= треги 6.143) 
显然 


me {7 t <to, igos fo t< to 
p—0 1, ё> ё, „—0 И 

由 此 可 见 , 在 本 例 中 对 分 量 u 出 现 阶梯 状 解 , 对 分 量 v 出 现 脉 冲 状 解 . 如 果 要 使 
v 有 阶梯 状 解 , 要 求 初 值 vo 在 加 (to), valto) 之 间 . 但 在 本 例 中 yp = p = 0. 所 以 
无 论 怎样 选取 vo, 对 v 都 不 可 能 有 阶梯 状 . 


5.4.2 ИЖ 


上 节 我 们 曾 提 到 本 文 所 讨论 问题 的 特殊 性 ， 即 to 应 满足 两 个 方程 (5.133)( 或 
(5.140)). 这 似乎 很 别扭, 为 此 我 们 做 进一步 研究 . 现在 重新 回 到 复方 程 (5.138), 并 认 
为 自 变量 也 应 该 是 复数 . 它们 可 以 这 样 表述 


2922 E . 
аа = ®20,. z=u+ü, &==+4. (5.144) 
该 方程 对 应 于 两 个 实 方程 组 
dy - = Е(и,%,т,у), УЕ (a,b), 
pÈ =G(u,u,z,y), 2 (0,1). (5.145) 


d2u 
P 5=-6(и, 1, 2,), ye (a,b). (5.146) 


方程 组 (5.146) Æ (5.145) НЯ. 
从 方程 (5.144) 可 得 一 系列 关系 式 


3 (Ey P= /a 6dz+C 


= fra —Gdv+ [ea + Fdu)i + C 
= Н(@, 5,6) + C. 


| а = -Е(и,о,=,у), e (0,1), 
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+ 125. 


R 60 的 方程 为 


za (€o) 
[7 века: =o, 
z (€o) 
它 等 价 于 下 面 方程 组 : 
(22:92) 
f F(u, v, то, уо) du — G(u, v, то, Y0) dv = 0, 
(ein) 


(pavyo) 
f С(и, о, то, у) du + F(u,u,zo,yo) du = 0. 
(еі) 


方程 的 个 数 与 自 变量 的 个 数 一 致 , 这 样 看 起 来 就 自然 了 . 
从 (5.147) 求 出 £o, 解 下 面 方程 


42; >, 
аа = Ф026), 7-5, 


对 固定 的 zo, yo 可 得 对 应 于 (5.145) 的 辅助 系统 解 
dü 


a = Е(@, 5, то, Y0), 

425 = 

a= G(ŭ, 5, 20,0), Tz = =. 
同样 也 可 得 相应 于 (5.146) 的 辅助 系统 

42а ро 

ат = F80, 2oy), 

аа RP 一 

42 = -С(@, 020,0), Ty =” 0 


方程 组 (5.150), (5.151) 的 解 表示 的 是 问题 (5.145), (5.146) 的 内 部 层 . 
Я 5.5 ”讨论 方程 
2d2z 2 
Рае = DE- al), 
其 中 a(é€) = a(z, y) + B (z, у). 
此 时 相应 于 方程 组 (5.145) 为 


| P = ae Уи а) 20-8) 


и sz = (u =v? —1)(v — 8) + 2uv(u- a), 0<1<1. 


(5.147) 


(5.148) 


(5.149) 


(5.150) 


(5.151) 
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1) и=о0= 8; 2) u=1,v=0; 3) wu=-1,v=0. 
ЖК 名 的 方程 为 a(é0) = 0, Ë] a(zo,yo) = 0, B(zo,yo) = 0. 
如 果 a(z,y) ==2—у+0.2, B(z,y) = 2z—, Jl yo = 0.4, zo = 0.2. 相应 于 (5.150) 
的 解 为 
= е2 e] ТТР 
6-60 = (z — zo) + (y — №), 2=0+0. 
此 时 应 = [1 — e 2255294] + 2222841, 5 = 0, 它 对 应 于 v 从 —1 到 +1 KIBER. 
Жо ВОН. ТЕ (5.142), (5.143) 中 令 vo = 0 可 得 同样 结果 . 
对 应 于 (5.151) 有 
$ = [1 – еу25 1 + ее] -1, 
它 表示 振动 过 程 , 没有 5 从 —1 到 +1 的 转移 层 . 因为 方程 组 (5.151) 对 应 的 特征 值 
为 负 . 
例 5.6 ”讨论 方程 
2922 
кае = z(z + Pp1)(z — Ф). 
假设 退化 方程 的 根 为 p1(€) 和 wa(6), 其 中 p1 = -1+1 +yi, p2 = 2+2(у-0.2):. 
á e = pı = p2 时 (5.147) 成 立 . 例如 取 z = 0.5, y = 0.4. 而 yp = 0.5 + 0.4i. 不 妨 令 
zo = 2(60) = 0, 可 得 
z= e(@0)I — ев) 55 1 Че, 
€o = a + pi = 0.5 + 0.45. 
分 离 实 部 和 虚 部 可 得 (Az = - 0.5) 
_ 0.51 — e V29F] + 0.8е-0-5У848 sin(0.4/222) 
ë= 
1+e 29 + 26705294 cos(0.4/222) 


显然 

1m- Pr z < zo, sn- [04 z < zo, 
0.5, “> zo. в—0 04, z> zo. 

该 例 与 例 5.5 的 不 同 之 处 在 于 对 5 也 存在 跳跃. 这 从 z 的 表达 式 


е-У2(0.5+0-44) Sxi 


В Е 
#= (05+ 040. теала 


可 以 看 出 


0.5 +0.4i, <, 
lim ž = 15% 
—0.5 — 0.4, у> у, 
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这 里 Ay = y – 0.4. 

从 表达 式 可 见 z 趋向 于 极限 并 非 单调 . 在 指数 衰减 项 前 有 无 穷 大 频率 的 振荡 , 这 
是 因为 特征 根 既 有 实 部 又 有 虚 部 . 

注释 5.11 ”这 里 是 在 内 部 层 附近 构造 近似 解 , 利用 复数 表达 式 同样 可 以 在 端点 
构造 边界 层 . 

注释 5.12 ”利用 复数 表达 式 可 简化 计算 , 但 它 不 是 必须 的 . 

本 节 的 重要 结论 在 于 当 我 们 讨论 两 个 二 阶 方程 组 时 , 除了 认为 z 是 自 变量 还 有 
参数 y. 在 转移 点 z = zo 确定 时 , 同时 对 应 于 参数 值 y = у. 该 参数 值 保 证 了 在 极 
限 状态 有 跳 唉 , 而 对 其 他 的 参数 值 方程 组 (5.145) 可 能 没有 转移 解 . 

5.4.3 ” 解 的 存在 性 

为 明确 起 见 仅 讨论 方程 组 (5.145) 解 的 存在 性 , 因为 对 方程 组 (5.146) 的 讨论 是 

完全 类 似 的 


ада = Р(ш,2,0), 
2920 
KT С(и,о,2,у), 0<=<1. (5.153) 
边 值 条 件 为 
(0, и) =u, 20(0,и) = 00, (1, н) = ш, v(1, p) =". (5.154) 


其 中 z 是 自 变量 而 y 是 某 个 参数 , y € [a,b]. 

条 件 [Hs.20], [Hs.21] 仍旧 保留 , 但 必须 加 上 对 一 切 参 数值 y € [а, 0) 都 成 立 , 用 
[Hs.201, [Hs.211] 来 记 . 

[Hs.22] 假设 下 面 方程 组 


(Фаз) 
ка) = оа) Соар 0 (5155) 
(P141) 
(22,42) 
天 2z(z,y) = f А С(и, v, т, у)ди + Е(и, о,т,у)іо = 0 (5.156) 
(Фі. 


关于 z, y 可 解 z= zo Є (0,1), y = yo € (a,b). ЖЕ 


_ Б(Кь Е?) 
т) (5.157) 


注释 5.13 ”行列 式 (5.157) 可 写成 
A = [Hiz(p2, о, то, уо) — Ну (фл, Ча, то, yo)]? 
— [пу (фо, ba, £0, yo) — Hiy(@1; 41,20, yo)]?. 
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同样 A 可 以 通过 (Н. 2] 的 导数 表示 , 复数 表示 式 (5.157) 也 可 这 样 写 
о (6.6) - 608066) #0. 


这 里 H(-) 由 (5.139) 确定 , 但 认为 已 有 参数 y 加 入 , 并 且 H, = Вен, H = mH. 


在 上 述 条 件 之 下 可 以 证 明 问 题 (5.153), (5.154) 具有 内 部 层 解 存在 . 方法 类 似 于 
对 一 个 方程 的 情况 . 把 内 部 层 解 看 成 是 两 个 纯 边 界 层 解 得 光滑 连接 . 这 两 个 纯 边 界 
层 解 分 别 记 为 и (z, и), oC) (z, и) 和 и (т, y), v (г, и), 他 们 可 看 作 是 下 面 左右 
问题 的 解 . 

左 问题 : 对 方程 组 (5.153) 给 出 下 面 边 值 : 


uO и) =u, 5) (0, и) = 00, uz", и) = ио, 007008", и) = vo. (5.158) 
右 问题 : 对 方程 组 (5.153) 给 出 另外 边 值 : 
ut (zp) = чо, 000002", ш) =, uPA, y) = шї, Эр = vt. (5.159) 


对 uo, vo 有 要 求 pa(z*) < uo < wa(z*) M pila") < uo < polz"). z* Е (0,1) 是 暂时 
未 知 参数 , 同样 y* є (0,0) 也 是 未 知 参数 .当然 解 u(+)(z,y) 还 依赖 于 参数 y, 只 是 
不 写 而 已 . 

从 [1] 不 难得 出 左右 问题 解 的 存在 性 , 特别 当 0 < z < z* 时 


lim (g, p) = ф(х), lim vO (z, и) = (7). 
34 z* < z <1 Bf 
lim u(x, u) = polz), lim vt (zp) = фа). 


为 了 把 得 到 的 解 变 成 问题 (5.153), (5.154) 的 解 , 需要 光滑 连接 «(0 和 000). 边 值 条 
件 (5.158), (5.159) 说 明 该 解 是 连续 的 , 同时 还 要 求 导数 连续 , Вр 


du) du(+) 
и 一 上 =0, 
dz |... dz [zzz 
dv?) det (8.160) 
в ш = 
dz dz |。 


这 里 引入 u 是 为 了 计算 方便 , 因为 当 p — 0 时 а), v(+) 关于 z 的 导数 是 无 界 的 . 
方程 组 (5.160) 是 确定 转移 点 z*, y* 的 , 它 保证 了 阶梯 状 解 的 存在 性 . 
利用 边界 层 函 数 法 , 把 z*, y* 也 展开 成 u НЕХ 


2 (р) =o + pti +---, Ур) =y + +... (5.161) 
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(5.160) 的 渐 近 式 为 (7s = (z — z*)/u) 
qa ак” 


kaot =, =o +O(u) = 0, 
pas '==0 s о +0(и) (6.162) 
а |н:=0 一 Bia +O(u) = 
这 里 009), 000) 是 (5.150) 的 解 ， тия 
068) [ао шо, 000) |2 00 
06) „оо ф(*, у"), 000 |5, оо 202", у"), 
005) |, „соя =", у"), 000 |, соо pale", у"). 
af (-оо) = 8Ë )(—oo) = UN) (00) = UN (c0) = 
根据 (5.132) 在 (5.162) 中 导数 有 下 面 关系 式 
аа), 400) (8,5) кта 21 
Са 3? – Са 3? =2 spa F(u,o,z*,y") du — G(u, 0,2", у") dv, 
a(-) (=) (aC), er) 
Sr )= f... G(u,u,z" у") du — Flusv, =", у") dv, (5.163) 


如 果 把 积分 下 限 (рт, v1) 换 成 (22,302) 则 所 得 的 类 似 关于 式 子 对 于 (+) 也 成 立 . 
表达 式 (5.162) 的 零 次 近似 


qá) da(+) а45(>) di(+) 
a I a |ъ.=0= an lr.=0 一 dz |r.=0= 0. 


М (5.163) 可 得 下 面 方程 组 
ЕЕ 


Е(и, и, т*, у*)4и — С(и, и, т", у*)4и = 0, 
(Paz у") фа ("у") 
(е1 (2" 07) (27,07) 
f Glu,v, =*,у")аи + F(u, v,z*,y*)dv=0. (5.164) 
(@a(z*,v"),02 (zv) 
条 件 [Hs.22] 保证 了 方程 组 (5.164) НЯ: т" = zo, y* = yo- 
方程 组 (5.162) 有 下 面 类 型 


Mi(z у", и) = Мо(2*,у) + O(u) =0, i=1,2. 


由 [Hg] 可 得 Ma 人 zolo) = 0, ОО) soyo о. ABRE, MER 
可 求 得 z* (u) = zo + О(и), y* (u) = vo + О(и). 

这 样 参 数值 z*, y 就 确定 了 . 这 时 左右 问题 的 解 是 光滑 连接 的 . 它们 就 构成 了 
问题 (5.153), (5.154) 的 阶梯 状 解 , 也 就 是 下 面 定 理 
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定理 5.7 ”存在 参数 值 y = y" (u) = yo + Olu), 使 得 问题 (5.153), (5.154) 的 解 
(т, u), u(z, и) FE, 且 有 下 面 极限 表达 式 
{ ф1(2,%), O< z < zo, 


lim u(z, р) = 
42(2, 40), zo <= <1. 


„> 


“ I 41 (2,0), O < z< zo, 

lim v(z, 4) = 

= palT, yo), zo <z<1. 
上 面 то, yo 由 方程 组 (5.155), (5.156) 确定 . 


值得 一 提 的 是 利用 复数 表达 式 , 无 论 是 从 代数 方程 求 出 zo, yo, 还 是 从 非 线性 微 
分 方程 求 边界 函数 及 内 部 层 函数 都 比较 简单 , 在 例 5.2 中 已 说 明了 这 点 . 


第 六 章 ”脉冲 状 空间 对 照 结构 型 解 


6.1 半 线 性 问题 中 的 脉冲 状 解 


6.1.1 ”问题 的 提出 
我 们 将 讨论 二 阶 半 线 性 方程 边 值 问题 (u > 0 一 小 参数 )[13] 


2d2u 
[em 0<t<1, (6.1) 
u(0, и) = u(1, и) =0. (6.2) 
当 退 化 方程 F(u,t,0) = 0 的 根 u = a(t) 是 辅助 方程 的 鞍点 , 并 且 存 在 同 宿 轨道 
时 , 问题 (6.1), (6.2) 可 能 有 内 部 转移 层 的 解 , 即 脉冲 解 . 我 们 将 构造 该 问题 的 渐 近 解 ， 
证 明 脉 冲 解 的 存在 性 和 进行 余 项 估计 . 这 种 解 在 化 学 的 自 组 织 理 论 中 有 很 重要 的 意 
У, 它们 被 称 为 空间 对 照 结构 . 
6.1.2 ЖАИ 


往 下 将 用 边界 层 函 数 法 构造 渐 近 解 . 要 求 函数 F 是 足够 光滑 的 . 为 了 表述 简单 
起 见 , 仅 限于 讨论 在 区 间 [0, 1] 上 只 有 一 个 脉冲 结构 的 转移 点 te. 如 果 有 几 个 这 样 点 
的 话 讨论 方法 完全 类 似 . 

我 们 将 认为 在 点 t, 函数 ult, п) 取得 极 值 , 那么 


u (t.u) = 0. (6.3) 
假设 t 的 值 有 下 面 表达 式 


te = to + uti +- Бшк +. (6.4) 


—— m_m 
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根据 边界 层 函 数 法 , 问题 (6.1), (6.2) 的 渐 近 解 为 

u= ü+Ilu + Qut Ви, (6.5) 
其 中 

ü = üo(t) + pt (t) ++ 


是 正则 级 数 ; 
Пи = Tou(m)+HAIau(mo) 十 … 


是 在 点 t = 0(п = Ир) 邻 域 的 边界 层级 数 ; 
Qu = Qou(r) + ибищт) +--+ 
是 在 点 上 = 如 (r = (t — t.)/u) 附近 产生 脉冲 现象 的 级 数 ; 
Ru = Rou(n) +uRiu(n) +++ 


则 是 在 点 t = 1(z = (t — 1)/u) 附近 的 边界 层级 数 . 

把 (6.5) 代入 (6.1), (6.2), 并 把 F(ü + Ilu + Qu + Ru,t, и) ERE Е=Р+ПЕ+ 
QF + ВЕ, 类似 于 前 几 章 的 做 法 可 得 确定 渐 近 解 各 项 的 方程 . 

确定 по 的 方程 为 


F(üo,t,0) = 0. (6.6) 


[Haa] 假设 方程 F(w,t,0) = 0 Æ 0 <t <1 HARME u= alt) M u = y(t) 
(为 确定 起 见 alt) < y(t) ), +В. 


Е,(0(0),,0) >0, F,.(a(t),t,0) < 0 (6.7) 


(方程 F(u,t,0) = 0 还 可 以 有 其 他 的 解 , 但 是 在 构造 渐 近 解 时 只 用 到 alt) ). 
此 外 , 假设 存在 另 一 函数 8(t), 它 满足 
800) 
Е(и, 5,0) du = 0. 
alt) 


由 条 件 [He.1] 可 知 在 辅助 方程 相 平 面 上 有 从 鞍点 (a(t), 0) 走出 的 轨 线 , 它 绕 过 
平衡 点 (y(t),0) 重新 加 到 原来 的 鞍点 , 即 同 宿 轨道 . 在 点 (6(b),0) WR u 轴 相 交 . 
选取 по = a(t). 正则 级 数 高 阶 项 üx(t)(k > 1) 由 下 面 方程 容易 确定 


7 ТРН A 
@ = -Ё1Ё,, ü= Ёга 一 ОВ — Бы — 5Ёш), 


<" ДЖОК Р 的 导数 在 点 (o(t),t,0) 处 计算 . 
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往 下 将 在 点 te 的 邻 域 讨论 描述 脉冲 状 解 的 边界 函数 Оки. 确定 Qou 的 方程 和 
定 解 条 件 为 (ao = a(to)), -co < т < +оо 


ат? 
Qou(0) = 0, Фоц(жоо) = 0, (6.8) 
其 中 0,40) = 0 是 从 (6.3) 得 到 的 . 方程 (6.8) 包含 暂时 还 未 知 的 量 to. 同 宿 轨 的 上 
半 支 和 下 半 支 相应 于 方程 


| dQou = Е(ао + Qou, to,0) — F (ao, to, 0), 


‘aotQou ; 
Qou = + gi F(Ẹ,to,0) ae] = +Ф(0ои). (6.9) 


当 < 0 Bf, 用 初始 条 件 Qou(0) = Ao — ao, 解 方程 (6.9) № “+”; H + > 0 Ji 
同样 的 初始 条 件 Qou(0) = 80 — ao 求解 方程 (6.9) № “-”. 

方程 (6.9) 取 “ 十 ”的 平衡 点 Qou = 0 Ш + 一 -co 时 是 渐 近 稳定 的 . 这 是 因为 
由 洛 必 达 法 则 可 得 到 (0) = [F,(eo,to,0)]Ë > 0. 所 以 对 Qou 有 通常 的 指数 估计 


|@ои(т)| < Ce, т<0 
(C Жк 是 某 个 正 数 ). Ч + > 0 Bf, 可 以 得 到 类 似 的 指数 估计 
|Qou(r)| < Ce™, т>0. 


这 样 Qou(r) 就 完全 确定 了 . 需要 指出 的 是 , to 暂时 没有 确定 , 而 Qou 依赖 于 
to. 并 且 Qou(r) 是 偶 函数 , ВВ Qou(7) = @ощ(-т). 
对 Фи 有 下 面 的 方程 和 定 解 条 件 


dr? 


I Leu F.(z)Qiu + (т), 
Qiu(0) = -zolto)， Qiu(F00) = 0, (6.10) 


其 中 
Рт) = [Вита (to) + Е(т) + r) + [F,(z)ü) (to) + Е, (7), 


而 (7), Е.(т) 和 F,,(r) 都 在 点 (ao + Qou(7),to,0) 计算 . 
请 注意 相应 于 (6.10) 的 齐 次 方程 具有 满足 条 件 У, (0) = 0, (оо) = 0, У, (со) = 
0 的 非 平 凡 解 (7) = Qou(7). 这 只 要 对 微分 方程 (6.8) 求 导 就 可 得 到 . 所 以 非 齐 次 
边 值 问题 (6.10) 如 果 要 有 非 平凡 解 的 话 必须 满足 可 解 性 条 件 
Г ~ R(r)Qyu(r)ar = 0 (6.11) 


(这 也 是 方程 (6.10) 右 端的 非 齐 次 项 与 相应 的 齐 次 方程 的 解 Yil) = Qou(7) EX). 
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并 且 Qiw(7) Æ т = 0 的 值 由 下 面 公式 计算 
Qıu(0) = ње /. Р.(т)@ ошт) ат 


--7 = FERD яа / (т) щт) dr. (6.12) 
为 化 简 积分 (6.11) 把 А. (т) 分 成 两 部 分 : 
Fi(r) = [F,(r)o' (to) + F(z)]r + [F,(z)e: (to) + (т) + [Еа (т)а (to) + F,,(r)] 
= Аа(т) + Fi2(7). 
因为 Qou(7) 是 偶 函 数 , 所 以 Fi1(7) 是 奇 函 数 , 而 Fi2(7) 是 偶 函 数 . 所 以 
JT PaRa =o, 
而 oo 
f Fu(r)Qou(r)dr = 2 f [F,,(z)o: (to) + Fe(T)]rQou(T) ат. 

因此 方程 (6.11) 可 以 化 成 


f [F,(z)e (to) + (7) ошт) дт = 0. (6.13) 
方程 (6.13) 就 是 确定 如 的 方程 . 从 (6.9) 第 一 式 有 


_ Qou ds _ 'ao+Qou ds . 
05-1. С 


利用 这 个 关系 式 把 方程 (6.13) 化 成 
ds 


$ i 
N: Jes F(é,to, oae] 


[He.2] 假设 方程 (6.14) 有 解 tb € (0,1), 并 且 G (to) #0. 

现在 可 以 肯定 问题 (6.10) 的 解 是 存在 的 . 为 此 我 们 先 构 造 相 应 于 (6.10) 的 齐 次 
方程 的 基本 解 组 . 其 中 一 个 解 我 们 取 Y: (r) = Qu(r). 另 一 个 与 区 (7) 线性 无 关 的 角 
(r) 由 已 知 公式 Ya = Yil) уга) а 可 以 得 到 , 可 以 看 出 当 + — 0 B У) 
和 其 导数 是 有 界 的 , 并 且 (0) = -1/F(Bo,to,0), 当 r — —oo 时 解 Ya(r) 是 指数 增 
长 的 这 是 因为 


80 
G(to) = к,а, to, 0)o” (to) + Е(и, 0) |, du.(6.14) 
alto) 


im Y (Ро) = 5 (8600,00). 


ИМ т — -oo 时 
Y; (т) = [Fu (оо, to, 0)]8 (Qou + o(Qou)), 
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所 以 + 
У2(т) = -5Ег(оо, №, 0) [ом + o(Qou)]. 


ЯН Y, 和 Y, 可 以 构造 出 当 -co < т < 0 时 方程 (6.10) 的 特 解 : 
би = Yi(7) f T Ya(s)P,(s)ds + Ya(7) f T у. (8) (8) 88, 
0 一 co 
显然 Qu 满足 
ме 0 
Guu(0) = 950) f л) = ET Í waynayas. 
引 理 6.1 ”边界 层 函 数 Qiu 满足 下 面 不 等 式 
IlGiul < Ce”, т<0. 
从 P,(r) 的 表达 式 可 见 
1807) < (a +b|r|)Qou(r), 
其 中 a, b 都 是 常数 . 而 (Р) < CIQou(r >, 所 以 当 + — -oo 时 Gau 中 的 第 一 
项 -Yi(7) f (в) (в) ds 是 指数 趋向 零 . 再 看 表示 式 Оли 中 第 二 项 的 积分 


< 


Qou 
f (a + b|s|Qou dQou) 


| А "уаз 
<с[ а" Gou)! aQou 
0 
< С(@ош)?-?, 
其 中 7 可 以 取 任何 正 数 , 这 里 我 们 取 < 1, 所 以 当 7 一 —oo 时 , Giu 中 第 二 项 不 超 
过 C(Qou)!-? 为 指数 趋 于 零 . 这 样 , 就 可 以 得 到 (6.10) 中 非 齐 次 方程 的 通 解 : 
Qiu(7) = khQow (т) + зш), 


其 中 k 是 任意 常数 . 显然 Qiu( 于 oo) = 0. 
为 了 满足 条 件 
Qiu(0) = –@0(#0), 
只 要 选取 
k = — (0 (6) + @14(0))Е— (o, to, 0), 
这 里 
@ти(0) = —Yz(0) Г Е Ү(з)А (s) ds. 
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这 样 , 我 们 就 找到 了 (6.10) № Оли(т). 4 т 一 —oo 时 , 它 是 指数 衰减 的 
函数 . 
类 似 的 方法 可 以 构造 当 0 < т < оо 时 方程 (6.10) 的 解 Qiu(7), 它 满足 条 件 
(6.11). 需要 指出 Qiu(7) 依赖 于 暂时 还 未 知 的 ti, 它 由 下 一 步 来 确定 . 

函数 Q2u(7) 的 构造 类 似 于 Qiu(7) . 根据 可 解 性 条 件 可 得 确定 t, 的 方程 


F'(to)ti = Е, (6.15) 


这 里 hh 是 已 知 常数 .由 [He.2] 的 条 件 t 是 惟一 确定 的 ， 这 样 最 终 我 们 就 求 得 了 
Qu, 而 Фи 含有 暂时 未 知 的 t> , 也 要 在 下 一 步 确定 . 
往 下 重复 上 述 步 又 . 每 一 个 t(i > 2) 由 下 面 方程 确定 


F'(to)& = ki, (6.16) 


其 中 k, 是 已 知 常数 , 而 Qiu 是 形 如 (6.10) 问题 的 解 . 这 样 可 以 求 出 级 数 (6.4) 所 有 
的 系数 ti 和 级 数 (6.5) 所 有 的 系数 Qiu 至 п И. 
边界 级 数 项 Miu 和 Riu (i > 0) 由 通常 方法 确定 . 例如 对 Пои 我 们 有 下 面 问题 


ато 
Tlou(0) = —а(0), Поц(оо) = 0. (6.17) 

为 了 保证 (6.17) 解 的 存在 性 必须 给 出 下 面条 件 : 

[Has] 假设 a(0) <0 < 8(0). 

边界 函数 的 指数 衰减 性 质 是 显然 的 . 往 下 可 以 逐次 确定 Muli > 1). 如 果 满足 
下 面条 件 同样 可 以 求 得 Ruli > 0). 

[Неа] 假设 a(D) <0 < 8(1). 

这 样 , 最 终 渐 近 展 开 式 (6.4), (6.5) 完全 构造 好 了 . 


6.1.3” 解 的 存在 性 和 渐 近 解 的 余 项 估计 
假设 


| Plou _ (о (0) + Пом,0,0), №20, 


A=to+pti ++ + "(tn — 6), 


其 中 t, 由 方程 (6.14) 一 (6.16) 所 确定 , 6 是 某 个 正常 数 . 对 方程 (6.1) 我 们 引入 左右 
辅助 边 值 问题 . 第 一 个 左 问题 在 区 间 0 < t < А 上 具有 边 值 条 件 


u(0)=0, u(A)=0. (6.18) 
第 二 个 右 问题 在 区 间 4 < t < 1 上 具有 边 值 条 件 


u(A)=0, и(1)=0. (6.19) 
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对 左右 两 个 边 值 问题 用 边界 层 函 数 法 可 以 构造 渐 近 解 和 对 足够 小 的 证 明 解 的 存 
在 性 . 它们 的 渐 近 解 ud 和 ukt) 可 表示 成 下 面 形式 


n+1 
wn = Y i lt) + ulr) + QÍ )u(za)) + O(nn*2), 
4=0 


n+1 
uPA = Уи) + 9 ща) + Ru(n)) + О"), 
i=0 


其 中 ra = (t— A)/n, üo Iiu, Riu 是 (6.5) 中 的 函数 . 4 + < 0 B$, QM ulr) = Qiulr); 
34 r > 0 Bf, Qul) = Qiulr)(i=0,1, n- 1), Фи M QG u 略 不 同 于 (6.5) 
类 似 的 项 , 因为 点 4 与 te 相差 Un6 + O(un+1). 

根据 (6.18) 和 (6.19) 


Go) – (7) =a = 0, 


但 是 , 一 般 而 言 
Aua = P(A) — и (А) #0. 


为 了 得 到 光滑 解 , 我 们 可 这 样 做 , 使 得 Aua = 0. 对 Дил 有 下 面 等 式 


n+l 
Aua = Dn [940 - 970] + ort) 
4=0 
= Раки + О", (6.20) 
这 里 , 我 们 用 到 的 ti 是 方程 (6.15), (6.16) 的 解 . 
随后 我 们 用 B = ъи +: ит, + "(6 十 6) 替换 4. 类 似 于 (6.20) 
可 得 


Aus = (В) 45 (В) = FR TI CoO (621) 
关系 式 (6.20) 和 (6.21) 表明 , 对 固定 的 5 和 足够 小 的 p, Aua 和 Aua 有 不 同 的 符 
号 . 所 以 惟一 存在 t. (A < t, < В) 使 得 Ди.) = 0 , 也 就 是 说 , 具有 (6.18) 和 (6.19) 
的 边 值 问题 的 解 在 4 = t, 光滑 的 连接 起 来 . 这 样 我 们 就 求 得 了 问题 (6.1), (6.2) 的 
Ж ult, u). 显然 有 


t, = to + pti + uta- + O(n"). 


这 个 关系 式 对 任意 的 п 都 是 正确 的 , CE +. 的 渐 近 展开 式 , 而 级 数 (6.5) 是 问题 
(6.1), (6.2) 解 ult, u) 的 渐 近 展开 式 . 我 们 把 上 面 所 得 到 的 结论 写成 下 面 定理 . 
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定理 6.1 ”如 果 满 足 [H6.1] 一 [H6.4] , 那么 对 足够 小 的 u, 在 渐 近 展开 式 (6.5) = 
项 的 某 邻 域 问题 (6.1), (6.2) 的 解 u(t, u) 存在 惟一 , 并 且 级 数 (6.5) 在 区 间 [0,1] 上 是 
渐 近 级 数 , 即 


于 tt 及 一 Un(t, и) = О"), (6.22) 


其 中 0, (6 u) 是 级 数 (6.5) n 项 部 分 和 . 


在 实际 操作 时 , 为 了 计算 Unt, н) 需要 把 + = (t — t.)/u 替换 成 ~ = (t — (to + 
pti 十 … шча 4а) Ми, 因为 ,的 精确 值 是 未 知 的 . 这 只 改变 了 Un 的 OH), 
而 估计 式 (6.22) 保持 不 变 . 


6.2 ”具有 “脉冲 ” 形 边界 层 的 奇 摄 动 解 


6.2.1 ”边界 层 对 边 值 的 依赖 性 
我 们 仍 讨论 半 线性 边 值 问题 [14] 


2d2u 
{ qa Е), 0<t<1, (6.23) 
и (0, р) =u, (и) =u. (6.24) 
条 件 [He.1] 在 此 仍 成 立 . 根据 边界 层 函 数 法 (6.23), (6.24) 的 形式 解 为 
u = ū(t, y) + Hlu(r, 4) + Фи(т, и), (6.25) 


这 里 去 是 正则 级 数 , Пи(т, и) 和 Quin, и) EE t= 0 A t= 1 处 的 边界 层 函 数 , 它们 
可 写成 
ü = ot) + ий (t) ++; 
Пи = Поц(т) + ии(т) +... ; 
Qu = Чощт) + uQ (т) +. 
正则 级 数 构造 比较 简单 
üo =а(ё), @=0, +, ü= Ро, аи, + Fn, (6.26) 
其 中 Е, = Е, (ūo(t), -> ,б,-1(0,) Æ t БТЖ. 
我 们 发 现 , 边界 层级 数 Пи 的 构造 依赖 于 初 值 u, 必须 分 情况 进行 讨论 . 而 在 


t= 1 处 的 情况 是 类 似 的 . 
а) 假设 u? = «0 < 7(0), 这 时 边界 层 函 数 Пош 由 下 面 问题 确定 


I Tos L F(a(0) + Ilou,0), 


d7? 
Tou(0) =u? —o(0), Tou(o0) = 0. (6.27) 
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对 (6.27) 做 变换 ë = а(0) + Iou 
gå М 
| S 2,0), 

ü(0)=w9, (оо) = (0). (6.28) 
这 时 产生 两 种 情况 . ИА ио 的 不 同 可 以 确定 两 条 不 同 轨 线 Т 和 П, 这 时 形式 渐 近 
解 (6.25) 也 可 以 有 两 种 情况 : 一 种 取 (Пош): = (ë): 一 a(0), 另 一 种 取 (Поми = - 
(rr 一 a(0). 正 因为 如 此 , 渐 近 解 (6.25) 的 高 阶 项 在 这 两 种 情况 下 是 不 一 样 的 . 写 
HR Ши 的 方程 (如 果 不 写 下 标 L п 说 明 对 这 两 种 情况 方程 是 一 样 的 ) 


2 
| Шир. (а0)ша+, 


ат? 
Ihu(0)=0, ILu(oəo) = 0, (6.29) 


其 中 h = F,(ü,0)o (0) + B,(8,0)r. 这 时 对 应 的 齐 次 方程 只 有 零 解 . 这 是 因为 SË — 
ü 满足 齐 次 方程 
а Е,(@,0)а. 
dr? х 
在 情况 1 BF, 000) <0, 0 (оо) = 0; 在 情况 П 时 , 0700) > 0, #0 (оо) = 0. 所 以 Ши 
由 (6.29) 惟一 确定 . 形式 渐 近 解 根 据 通常 的 方法 都 能 构造 , 由 (6.25) 所 得 到 的 级 数 
是 渐 近 级 数 ， 
b) 假设 u? = шо > 7(0), 那么 不 存在 当 т 一 оо 时 趋 于 a(0) 的 解 , BI (6.28) 无 
解 , 也 就 是 说 (6.23), (6.24) 没有 (6.25) 形式 的 解 . 
с) 假设 u° = y(0). 这 时 情况 会 发 生根 本 变化 , 因为 对 应 于 (6.29) 的 齐 次 问题 有 
非 零 解 , 它 就 是 U. 我 们 称 这 种 情况 为 特别 情况 , 往 下 作 详 细 讨论 . 


6.2.2 ”特殊 边 值 
假设 在 上 = 0 处 给 边 值 
u? = (0). (6.30) 


关系 式 (6.26) (6.29) 仍 和 原来 一 样 . t, Пои 的 值 和 原来 一 样 求 . 至 于 Ши, 因为 i 
是 (6.29) 对 应 齐 次 问题 非 零 解 , 所 以 非 齐 次 问题 有 解 必须 满足 可 解 性 条 件 


f бла (0) + Ат) аг = 0. (6.31) 
0 


这 里 和 往 下 记 F, = Е. (@,0), Å = F,(ü,0), 对 任意 高 阶 项 也 记 类 似 符号 . 
确定 Пои 的 方程 和 定 解 条 件 为 


2) = 
| Чо F, IIu + Һә, 


d2 一 
Tau(0) = —#2(0), Пои(оо) = 0, (6.32) 
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ha = Ca (OF + Baa(0)+ Rul? О) + (Пла) Рибо О) + Tt) r+ Вит. 
同样 问题 (6.32) 有 解 的 可 解 性 条 件 
-Fo(o),o)m(o) = f ™ айат. (6.33) 


一 般 来 说 , (6.33) 不 是 (6.31) 的 推论 . 这 样 , 在 构造 形式 渐 近 解 的 过 程 中 , 每 一 步 都 会 
产生 一 个 新 的 可 解 性 条 件 . 为 了 弄 清楚 这 个 问题 , 先 看 下 面 例子 . 


例 6.1 ”讨论 边 值 问题 
2, 
аб = —u(u+ alt), 
и(0, и) =u, ии) = ul, 


这 里 a(t) > 0 是 某 个 可 微 函数 . 
这 里 等 式 (6.31) 为 


[ода — зон ~ 000-20) + поа ға» =0, 


或 者 Є 
а' (0) j: Поий’тат = a'(0)I = 0. 
0 


ЖИ] I Z 0. 所 以 o'(0) = 
再 看 等 式 (6.33). п= 5, Fmt) = Защ = 1", a'(0) =0, 所 以 


а" (6) Во + f: то) ze Г (Lu) ат. 


我 们 发 现 a” (0) 的 系数 不 等 于 零 , 由 此 产生 了 对 alt) 的 又 一 个 条 件 . 这 样 在 构 
造 (6.25) 形式 渐 近 解 时 , 每 一 步 对 alt) 都 会 产生 新 要 求 . 这 说 明 当 u = y(0) 时 , 对 
(6.23), (6.24) 无 法 构造 (6.25) 的 渐 近 解 . 为 了 解决 这 个 矛盾 , 我 们 在 t= 0 这 样 给 出 
边 值 条 件 


u? = 7(0) — Еи), (6.34) 
其 中 k(u) 是 未 知 函 数 , 它 可 表示 成 下 面 形 式 


кш) = kip + kap? +... 
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关系 式 (6.26) 一 (6.28) 都 正确 , 但 (6.29) 改写 成 


аПи = 
ar = Fallu + hi, 
ITnu(0) = №, Ша(оо) = 0. (6.35) 


这 时 可 解 性 条 件 可 写成 


ī”(0)Thu(0) = f T В.а (0) + Pyaar, 


或 者 С 
һо) = [оо + атат. 
0 


这 就 是 确定 ki 的 方程 
kı = F-1(%,0) f ~ (Fa!(0) + В)итаг. (6.36) 
0 
R № 要 从 确定 Пои 的 方程 着 手 . 方程 (6.32) 还 是 老 样子 , 但 边 值 条 件 改 为 


TI2u(0) = —#2(0) + k2. 


№ (6.33) 可 得 7 

F(Y(0), 0)[ko — 9(0) = f вай! dr, 
即 得 到 求 k 的 表达 式 

ka = F-1((0),0) Í” hat dr + а). 

0 
类 似 这 样 的 做 法 可 求 出 所 有 的 (i > 2). 
对 例 6.1 kı = a'(0)/ /a(0). RH ki 后 就 可 以 构造 Iu, 先 作 变换 
k; 
Ши=2+ Oa 
这 里 z 是 下 面 问题 的 解 
| s = É,z + hš, 
2(0) =0, z(co) = 0, 


其 中 大 = [hi + (Ё, Поч — P)]/G(0) — a(0)). 
因为 bi 满 足 可 解 性 条 件 : f T hja ar = 0, 所 以 z 可 以 表示 成 
0 


2= 0 (т) [ Ga)-2an Г аа. 
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由 此 求 得 
Щи) f т @)-24л f "Wh Е + буть (6.37) 
这 里 hu 是 不 惟一 的 , 因为 在 (6.37) 里 加 上 Са 仍 是 (6.35) 的 解 , 其 中 C 是 
任意 常数 . 我 们 发 现在 渐 近 解构 造 的 每 一 步 都 会 有 这 种 情况 , 所 以 形式 渐 近 解 (6.25) 


不 惟一 (但 在 t= 1 处 不 特别 ). 它 表现 在 向 (6.25) 可 添加 (uC, + pCz +.) 仍 是 
渐 近 解 , 其 中 C, 为 任意 常数 . 


定理 6.2 ”问题 (6.23), (6.24) 有 下 面 形式 的 无 穷 多 个 渐 近 解 , 其 中 
u? = 7(0) + (р), ш < 7(1), 
而 级 数 u(t, и) = ü(t, u) + Пи(т, р) + Фит, и) + (иС + ШС + уй 的 部 分 和 在 满 
足 方程 (6.23) 和 边 值 (6.34) 时 具有 误差 Olut), 但 在 t = 1 处 误差 为 指数 小 . 
6.23 ”第 二 边 值 问题 
在 (6.30) 中 对 t=0 也 可 给 出 第 二 边 值 
To, u)=0, ul,p) = u, (6.38) 
我 们 将 用 边界 层 函 数 法 求 形 如 (6.25) 的 渐 近 解 . 这 时 关系 式 (6.26) —(6.28) 保持 
原状 , 但 (6.29) 改写 成 
| 5а = Ё,Шаи+ћ, 
(Пи), о = -ao (0), Ши(оо) = 0. (6.39) 
可 以 看 出 非 齐 次 问题 (6.39) 的 谱 和 (6.29) 没什么 区 别 . 对 求 Пои 的 问题 也 一 样 . 所 
Ы (6.23), (6.38) 满足 边 值 问题 的 一 切 要 求 . 可 以 构造 (6.25) 的 渐 近 解 并 有 下 面 结论 . 


定理 6.3 ”在 形式 渐 近 解 (6.25) 主 项 邻 域 中 问题 (6.23), (6.38) 有 解 ult, и), 并 
В. (6.25) 是 渐 近 级 数 . 
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数学 大 师 陈省身 曾 指出 “了 解 历史 的 变化 是 了 解 这 门 科学 的 一 个 步骤 ". 由 于 语 
言及 其 他 原因 , 从 20 世纪 60 年 代 中 期 至 今 , 苏联 的 数学 一 直 披 着 神秘 的 面纱 . 其 实 ， 
苏联 是 最 早 开展 奇 摄 动 研究 的 国家 , 许多 著名 的 俄国 数学 家 (包括 Tikhonov A.N., 
Volosov V.N., Mishchenko E.F., Oleinik O.A., Vasileva A.B., Lomov S.A., Ilyin AM. 
Dmitriev M.G.) 曾 开创 了 奇 摄 动 研究 的 新 方向 , 至 今 对 后 人 的 研究 产生 着 重要 的 影 
响 . 为 了 使 读者 更 好 地 从 事 奇 摄 动 理论 和 方法 的 研究 , 在 此 我 们 对 它 在 苏联 的 发 展 概 
况 做 一 个 简单 回顾 . 

关于 奇 摄 动 方程 的 研究 葛 基 性 工作 [2], [15] —[21] 是 由 Tikhonov А.М. 院士 开创 
的 . 在 他 之 前 , 关于 奇 摄 动 理论 只 有 一 些 零 散文 章 [15]. 


1. ЙЕНЕ (Tikhonov А.М.) 


在 Tikhonov 的 第 一 篇 文章 [2] 中 , 他 考虑 了 初 值 问题 : 
dz 


из = Е (29,5, 
P= fent; (Ал) 
2(0,и) = 2°, у(0, и) = 09; (А.2) 


其 中 标量 z 和 向 量 y 是 未 知 函 数 , и > 0 是 正 的 小 参数 . 令 u = 0, 得 到 退化 方程 . 

因为 退化 方程 的 阶 数 小 于 原 方程 (A.1) 的 阶 数 , 所 以 退化 解 不 满足 条 件 (A.2). 
Tikhonov 研究 了 当 p — 0 时 间 题 (A.1), (A.2) 的 解 趋 于 退化 解 的 极限 过 程 . 如 

果 方 程 F(z,y,t) = 0 在 区 域 D(y,t) 中 有 孤立 根 = o (u,t)G = 1,2,3), 其 中 一 个 根 


5144 - 附录 A 苏联 奇 摄 动 理论 发 展 概 况 


z= фу, t) (фз < pl < фо) 是 稳定 的 . 稳定 性 条 件 为 
(z— p1)F(z,y,t) < 0. (А.3) 


从 最 简单 的 情况 F = F(z,t) 看 出 : 当 z < pl 时 下 是 正 的 , 当 z > y 时 下 是 负 的 . 

还 需要 假设 初始 点 20 属于 根 z = o) (u, t) 的 影响 域 : pa < z < фз. 几何 解释 很 清楚 : 

当 t > 0, p — 0 时 积分 曲线 将 趋向 于 z = р: 的 曲线 . 这 样 , 在 一 般 情况 有 下 面 极限 
关系 式 : 

Jim z(t, u) = z(t) = (Blt) t) 0<t<T, (А.4) 

| äm ytu) = 90), 0<t<T, (A.5) 


其 中 И 是 下 面 方程 的 角 
ppt no), 00) = 0<t<T, 


请 注意 在 (A.5) 中 含有 t 的 极限 过 程 是 一 致 的 , 而 在 (A.4) 中 它 是 不 一 致 的 , 因为 
20 Z (07,0). 可 以 发 现在 t=0 WKH, z(t, u) 与 z(t) 有 明显 不 同 , 这 个 区 域 叫 边 
界 层 . 在 [23] 中 Tikhonov 也 考虑 了 z 是 向 量 函 数 的 情况 , 推广 了 条 件 (A.3). (他 的 
新 条 件 对 向 量 情况 实际 上 是 不 够 的 ), 同时 他 也 研究 了 在 导数 前 具有 不 同 阶 小 参数 的 
方程 . 

最 后 , 在 [24] 中 提出 了 辅助 方程 的 概念 , 稳定 根 的 一 般 定 义 和 影 响 域 . 辅助 方程 
为 


= = F(z,v", t°), (A.6) 


其 中 (u°, t") e D 是 参数 . 根 z = o) (u, t) 稳定 的 是 指 方程 (A.6) 的 奇 点 z = p1(y*,t*) 
是 在 Liapunov 意义 下 的 渐 近 稳定 . 根 z = pily, t) 的 影响 域 定义 为 : 当 т 一 оо H, 
满足 初始 条 件 zj-=0 = z" 方程 (A.6) 的 解 趋 于 pily", t") 的 值 . 

在 这 时 期 LS.Gradstein 也 研究 了 这 个 问题 . 在 他 的 第 一 批文 章 中 考虑 了 线性 方 
程 和 方程 组 情况 . 在 非 线性 情况 时 稳定 性 条 件 以 Rex, < 0 的 形式 给 出 , 这 里 А, 是 雅 
可 比 和 矩阵 Е, (фл, у", t") 的 特征 值 . 在 他 后 来 的 文章 中 Gradstein 得 到 了 与 Tikhonov 
同样 的 结论 . 

但 Tikhonov 有 一 个 优势 , 就 是 他 有 许多 学 生 和 一 个 学 派 . 他 的 学 生 继 承 和 发 展 
了 他 的 方法 . 在 奇 摄 动 理论 方面 , Tikhonov 的 第 一 批 追随 者 是 他 的 学 生 A.B.Vasileva 
和 V.M.Volosov. Vasileva 在 她 的 博士 论文 中 也 研究 了 问题 (A.1), (A.2) 并 且 构 造 了 
解 的 渐 近 展开 式 . 


2. 平均 化 方法 (Volosov V.N.) 


Volosov 研究 了 方程 wy" = Fly,t). 考虑 了 F,(e,t) < 0, (e È F(u,t) = 0 ËJ 
一 个 根 ) 的 情况 , 即 含有 频率 为 1/4 的 振荡 . 发 现 Tikhonov 理论 在 此 不 适用 . 后 来 
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Volosov 把 他 的 结果 与 平均 方法 建立 了 对 应 关系 - 


3. 松弛 振荡 (Mishchenko Е.Е.) 


在 应 用 方面 , 特别 是 非 线性 振荡 理论 , 经 常 看 到 根 z = o, 的 分 离 不 再 成 立 , 即 在 
有 些 点 如 稳定 根 pl 与 不 稳定 根 os 相 一 致 . 具体 例子 为 


B zo = = 3 时 ， 在 to 附近 我 们 观察 到 间断 (或 跳跃) 现象 , 即 从 o, 的 邻 域 到 ya 的 
ТУНИ УЯ 虽然 这 种 现象 在 Tikhonov 的 著作 [23] 中 有 提 到 , 但 没有 详细 的 
讨论 . 

如 果 把 独立 变量 + 记 作 慢 变量 函数 y( 导 数 前 不 带 有 小 参数 的 函数 ). 可 得 自治 


4. 1 di 
t (5-43 су 
ва У (z 39), wF 


在 (у, 2) 相 平 面 上 , 当 z 改变 符号 时 , 除了 у 衰减 外 , 只 要 恰当 地 选择 初 值 , 就 能 得 
到 一 个 对 应 周期 运动 的 闭 轨 , 这 种 振荡 叫 松 弛 振荡 . 

在 20 世纪 50 年 代 中 期 , L.S.Pontryagin, E.F.Mishchenko 和 后 者 (特别 是 N.Kh. 
Rozov) 都 出 版 了 自己 的 著作 . 他 们 研究 了 与 自治 系统 松弛 振荡 有 关 的 问题 [20]. 


4. 偏 微分 方程 奇 摄 动 (Oleinik О.А.) 


在 这 时 期 莫斯科 国立 大 学 出 现 了 第 一 批 奇 摄 动 偏 微分 方程 文章 . 其 中 的 一 部 分 
是 O.A.Oleinik 完成 的 . 1957 年 Vishik 和 Lyusteinik 的 著作 出 版 , 书 中 介绍 了 各 种 
线性 奇 摄 动 方程 . 他 们 不 仅 研究 了 и 一 0 的 极限 过 程 , 而 且 构造 了 解 的 渐 近 展开 . 这 
种 渐 近 展开 包含 了 jy 的 正则 竺 级 数 和 补偿 只 有 正则 展开 时 被 丢失 边界 条 件 的 边界 
层 函 数 . 在 这 些 文章 发 表 之 后 边界 层 函 数 法 相继 出 炉 . 而 在 这 之 前 , 它 只 用 在 流体 动 
力学 中 . 这 也 就 是 奇 摄 动 理论 在 其 相关 理论 发 展 的 第 一 阶段 没有 被 使 用 在 科学 文献 
中 的 重要 原因 之 一 . 

在 此 我 们 简单 解释 一 下 Vishik-Lyusternik 方法 : 假设 在 光滑 边界 20 的 区 域 Q 
上 给 出 简单 的 椭圆 方程 : 


Au — kK(z,y)u = f(z,y, р), ulon = =. (А.т) 
寻找 以 下 形式 的 渐 近 解 : 


u= ū + Пи, (А.8) 
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其 中 五 = Š рек (а, у) 是 正则 级 数 , 它 的 系数 由 下 面 方程 确定 : 


#0 
—k?(z,y)ūo = (у), (2,0) = fi(2,y), 
Aük-2 — К? (т, yu = Дь(т,у), k>2 


(fx 是 f RF u WARIA k). 
显然, 正则 级 数 不 满 足 边界 条 件 , 因此 必须 用 边界 层级 数 来 校正 , 使 得 u + Пи W 

足 边 界 条 件 , 为 此 我 们 引入 两 个 新 的 独立 变量 :4 作为 沿 着 89 的 长 度 参数 , 这 样 边 

界 函数 可 以 写成 z = (00 = WO); т 是 从 任 一 点 M < Q 到 边界 00 的 距离. 在 边界 

层 附近 引入 一 个 伸缩 变换 p= ” 这 样 , 边界 层级 数 可 表示 成 Пи = 55 име, 0), 

其 中 Mkulo, 0) 由 微分 方程 所 定 , 而 4 是 参数 . 特别 ， 

бп = к2(0)Пои = 0, Пощрго = –00(0) + и (0). 

(边界 条 件 在 р = 0 IER (ü + Iujlen = u° 这 里 k2(0 = К2(4(0),0(0)),20(0) = 

00(0(),0(0)) . 4 р — оо В, 边界 函数 是 指数 衰减 的 : 


Mku] < Се", 


其 中 кя C 是 常数 . 
虽然 p 从 0 到 无 穷 变化 , 但 只 在 80 附近 起 作用 . 所 以 在 引进 新 尺度 时 p < 6. 
在 Vishik-Lyusternik 方法 中 要 求 Tiyu 是 无 穷 光滑 的 , 为 此 , 当 p < š 时 Ши = 1, 


当 p> 35 时 При = 0. 我 们 取 Un 为 ü + Пи 的 部 分 和 , 它 包 含 了 所 有 项 直到 Ou”) 


量 阶 , 并 满足 : 
supļu(z, y, u) — Us| = O(nti). 


Vishik-Lyusternik 方法 可 以 推广 到 更 复杂 的 椭圆 方程 、 抛 物 线 方程 和 双 曲 方程 . 
文章 [25] 讨论 了 能 用 这 种 方法 所 解决 的 不 同 问 题 . 

上 世纪 70 年 代 中 期 , Butuzov 引入 了 对 应 于 角 层 的 角 层 函 数 . 设 Q 是 一 个 有 非 
光滑 边界 的 矩形 区 域 , 我 们 构造 如 下 形式 的 渐 近 解 


u= а+ ПОи + Пи + Qt QOu + ROOu + Ru + RODu + Ви, (А.9) 


其 中 表示 正则 级 数 , 其 后 的 四 项 是 边界 级 数 . 在 靠近 各 自 的 边界 zx= 0z= a,y = 
0,у = b 它们 可 以 用 Vishik-Lyustenik 方法 构造 . 它们 的 项 分 别 依赖 于 如 = z/u, 
& = (Z 一 a)/p, по = y/u, ть = (z —b)/n, 可 以 用 常 微分 方程 来 定义 , 称 为 常 边界 层 
函数 . 

尽管 a+ ПОи 能 满足 边界 条 件 z = 0, 但 是 在 端点 y = 0 和 y = 处 出 现 了 新 
的 偏差 . 为 弥补 这 些 偏差 , 我 们 在 矩形 的 每 个 角 附 近 引 入 角 层 级 数 .，(A.9) 式 中 带 有 


HRA ”苏联 奇 摄 动 理论 发 展 概况 „мт. 


双 上 标的 R 项 表示 四 个 这 样 的 角 层级 数 . 例如 对 应 于 (0,0) 的 角 层级 数 ROOu, 它 
仅 依 赖 于 Eo 和 no, 而 RO Ou 满足 以 下 的 微分 方程 和 边界 条 件 : 


{ АВ) — k?(0,0) Ru =0, &>0,%>0, 
8090) (0, т) = 000700, т), RP (E0, 0) = – 0) (60,0). 


Butuzov 和 他 的 合作 者 也 把 这 种 方法 推广 到 其 他 类 型 的 微分 方程 和 临界 情形 的 
问题 [7]. 

在 此 还 必须 提 及 Butuzov 和 他 的 同事 们 对 光滑 化 过 程 的 研究 . 有 时 会 出 现 这 样 
的 情况 , 即 所 给 问题 的 解 是 存在 的 , 但 无 法 构造 完整 的 渐 近 展开 式 , 因为 在 第 + 1 
BP, 必须 求 出 渐 近 展开 式 的 第 k 项 的 导数 , 但 这 通常 是 不 可 能 的 (例如 边界 值 和 角 点 
不 一 致 的 时 候 ). 此 时 我 们 可 以 构造 逼近 解 , 其 余 项 的 阶 数 是 olu) R olu). 然后 通 
过 一 个 特殊 的 光滑 函数 来 增加 光滑 性 , 使 求 导 成 为 可 能 . 由 于 光滑 性 的 增加 余 项 的 
阶 数 也 增 大 了 [7]. 


5. 常 微分 方程 奇 摄 动 (Vasileva А.В.) 


与 此 同时 Vasileva 研究 了 非 线性 常 微分 方程 奇 摄 动 问题 . 她 的 第 一 批 关于 渐 近 
展开 的 文章 出 现在 20 世纪 50 年 代 末 , 主要 是 研究 了 在 高 阶 导数 前 带 有 小 参数 的 方 
程 , 也 涉及 问题 (A.1), (А.2). 如 果 满 足 Tikhonov 定理 条 件 , 同样 可 得 (A.4), (A.5) 
的 极限 关系 式 . 其 中 要 求 


Вел; < 0. (А.10) 


而 № ERENS EERE F,(yp1,y,t) 的 特征 值 . 
她 建立 了 沿用 至 今 的 边界 层 函 数 法 , 目的 在 于 构造 问题 解 z(t, u), y(t, и) 的 渐 近 
展开 式 . 我 们 记 向 量 u= (2, ут, 那么 在 (A.8) 中 


a(t, u) = (0) + pi(t) +... (411) 


Пи(т, u) = Iu(r) + aihu(r) +--+, т= >” (A.12) 


ATRI ar 和 Пи, 我 们 把 方程 (A.1) 写成 下 面 形式 : 
па + ЗП = Falu p) + lu, zp) — Р(а(тр, a), rB) + (а(н), 0), (A13) 


и Е ату = pf (Tp, и) + Пи, T4) — uf (атр, и), тр) + uf (alt, u), t). (А.14) 
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把 (A.11), (A.12) ЖА (A.13), (A.14) 和 (A.2), 先 按 尺度 t, т 分 离 方程, 然后 比 
较 u BRKE, 可 得 确定 系数 的 方程 和 定 解 条 件 . 这 个 过 程 在 [B] 中 有 详细 介绍 . 特 
别 , üo 与 (A.4), (А.5) 的 极限 函数 相 一 致 : Поу = 0, Moz 满足 : 


оз = (80) + Пог,уР,0), Поло = 2° — 900). 


由 于 雅 可 比 矩 阵 Р,(р,у, 6) 的 特征 值 实 部 都 为 负 , 所 以 当 + 一 оо 时 边界 函数 是 
指数 衰减 的 , 并 且 有 下 面 估计 式 : 


supļu(t, ш) — Un| = О(и”**). (А.15) 
10,7] 
该 估计 式 表明 (A.8) 是 问题 (A.1), (А.2) 解 的 惟一 渐 近 展开 . 


用 这 种 算法 也 可 以 研究 边 值 问 题 ,Vasileva 和 V.A.Tupchiev 讨论 了 条 件 稳定 
情况 : 


Вем <04=1,...,К), Red; >0(i=k +1,- ,M), (A.16) 


其 中 向 量 z 是 M 维 的 . 我 们 必须 规定 下 面 的 边界 条 件 : 在 t= 0 处 给 出 z 的 个 分 
量 , 而 在 上 = 1 处 给 出 z 的 M 一 大 个 分 量 : 


zi(0) = 20&=1,.-.,К), 2(1)=2@=Е+Ь..-,М), у(0)=у. (Ал?) 
问题 (A.1), (A.17) 的 渐 近 解 有 下 面 形式 : 
t 1-1 


и = (и) + Фит, и) + 9щт, и), т = гат. 


其 中 如 是 正则 级 数 , ОФи ВАЛИЙ, QOu 是 在 t = 1 附近 的 右边 界 层级 数 . 
为 了 得 到 更 有 效 的 级 数 , 类 似 于 对 (A.13) 的 做 法 ， 对 于 QO z 得 到 与 Hoz 相同 的 
方程 : 


ŽoP: = Е(20(0) + Qz, y?, 0). (4.18) 
E z = 0 我 们 只 有 大 个 条 件 : 
(@0)2) о = 2? — (Zo(0)):. (A.19) 


显然 , 90. = 0 是 方程 (A.18) 的 鞍点 . 因此 存在 经 过 该 鞍点 的 M-k 维稳 定 流 
JÉ 50. 条 件 (A.19) 是 充分 的 , 只 要 初始 点 位 于 SO Е, 由 于 (A.16), 当 m 一 co Bf, 
就 能 得 到 指数 趋向 于 零 的 惟一 解 002. 这 个 方法 也 被 用 于 比 (A.17) 更 复杂 和 更 一 般 
的 边 值 条 件 R(w(0, п), щі, в) = 0. 
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6. 带 有 小 延 治 的 微分 方程 (Vasileva А.В.) 


上 世纪 60 年 代 初 , 发 现 了 一 种 新 的 奇 摄 动 方程 ,， 称 为 带 有 小 延 滞 的 微分 方程 . 
下 面 讨 论 一 个 最 简单 的 , 但 能 体现 此 类 方程 特征 的 问题 : 
2(t) = F(z(t — и), z(t), z(t — и), 0), 
[ 20) = 2900), #8 = 290) (-н<2<0). 
щи = 0 时 得 到 常 微分 方程 , 其 解 可 通过 在 一 个 点 的 辅助 条 件 z(0) = z° (0) Ж 
确定 , 这 样 , 在 и = 0 处 我 们 会 “丢失 ”在 区 间 [-p,0) 上 给 出 的 补充 条 件 , 因此 应 
该 有 边界 层 . 在 这 种 情况 下 , 也 能 用 边界 层 函 数 法 来 求 渐 近 解 . 其 中 稳定 性 条 件 用 
|l, < 1 ЖА. 则 正则 级 数 项 可 以 用 常 微分 方程 来 表示 , 而 边界 层级 数 项 可 以 用 差 
分 方程 来 表示 . 最 初 的 结果 是 Vasileva 在 1962 年 得 出 的 , 此 后 , V.LRozhkov 对 其 
作 了 推广 Ш. 


т. 临界 情况 奇 摄 动 (Vasileva А.В.) 


很 多 实际 问题 都 可 归结 为 奇 摄 动 理论 中 的 所 谓 临 界 情形 来 处 理 , 即 退化 方程 有 
多 个 解 的 情形 . 关于 各 种 临界 情形 的 理论 可 参阅 文献 [e]. 


8. 内 部 层 问题 (Vasileva А.В.) 


在 奇异 摄 动 理论 中 , 关于 非 线 性 问题 的 研究 开始 于 [2]. 后 来 , 随 着 边界 函数 法 
的 出 现 , 摄 动 理论 和 它 的 应 用 得 到 了 很 大 的 发 展 [1, 7]. 近年 来 , 大 量 的 工作 是 研究 
奇 摄 动 问题 中 的 内 部 层 现象 , 这 类 解 我 们 习惯 称 之 为 空间 对 照 结构 . 在 空间 对 照 结 
构 中 具有 阶梯 结构 的 解 和 脉冲 结构 的 解 是 有 很 大 区 别 的 . 以 下 面 问题 为 例 介绍 一 下 
空间 对 照 结构 的 概念 ; 
I и? Аи = Циьи), t€ РС, (А.20) 
u |əp= g(t), (A.21) 
其 中 /是 小 参数 , A 是 Laplace AF. 如 果 在 区 域 D 的 某 一 条 曲线 1 的 附近 , 当 从 
退化 问题 
f(ü,t,0) =0 (А.22) 
的 一 个 解 p 快速 转移 到 另 一 个 解 ро, 则 问题 (A.20), (A.21) 的 解 称 为 具有 阶梯 状 
的 解 . 
问题 (A.20), (А.21) 的 解 称 为 具有 脉冲 状 的 解 , 它 的 特性 在 于 : 除了 在 退化 方程 
(A.22) Ж ü = p(t) 的 十 的 某 个 很 小 邻 域外 , 精确 解 和 退化 解 非常 接近 . 而 在 这 很 小 
邻 域内 , 差异 很 大 . 类 似 地 , 空间 对 照 结构 的 概念 可 以 出 现在 奇异 摄 动 的 其 他 问题 中 . 
在 空间 对 照 结 构 中 , 解 的 渐 近 展开 式 是 以 边界 函数 法 为 基础 的 . 
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81 ” 常 微分 方程 中 具有 阶梯 状 的 空间 对 照 结构 
首先 介绍 一 种 比较 “粗糙 ”的 阶梯 状 空间 对 照 结构 [1] 
PIE 
2(0, и) =0, z(1,4)=0. (А.23) 
可 以 把 (A.23) 化 成 相应 的 方程 组 : 


| збя = Е(2,0), 0<#<1, 


Ë as s 0<t<1, 
2200,0) =0, z2(1,4)=0. (А.24) 
先 讨论 (A.24) 中 最 简单 的 情况 : Р = F(z2). 
6 = ur, (А.24) 为 
а Fa $ a. (A.25) 


假设 满足 下 列 条 件 : 退化 方程 F(z2) = 0 有 三 个 根 z2 = pili = 1,2,3), 并 且 
а) фі < pa < фз; 
b) Ер) > 011,3), Fe) <0. 
ЖЕНУ (22,2) 上 方程 组 (A.25) 的 平衡 点 4a(pl,0) 和 Аз(фз,0) 是 鞍点 . 
方程 组 (A.25) 有 首次 积分 
а2=2 ПІ ” p(s)dz + C = 2@(z) +С, (A.26) 
pa 
其 中 C 是 常数 . 对 (A.26) 开 根 式 可 得 
= +[2®(z2) + СВ. 
这 样 ， 可 以 把 相 轨 线 族 分 为 下 列 三 种 情况 : 
Еда Е 
a) JS (2) z> |” (dz 
5) 大 F(z)dz < № F(z)dz; 
a F(z)dz = i Е(2)а (90) = Bps)). 
情况 c) 可 改写 成 
Ѓ F(z)dz = 0. 
|. 
这 时 鞍点 А; 和 Аз 由 两 条 异 宿 轨 道 连接 而 成 , 它们 构成 了 一 个 胞 腔 . 现在 回 到 方程 


(А.24), 并 做 下 列 假设 : 
条 件 1 假设 函数 Р (22,0) 在 某 个 区 域 G 中 无 限 次 可 微 . 
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条 件 2 假设 方程 F(z2,t) = 0 在 0<t<1 中 有 三 个 根 zo = pi(t)(i = 1,2,3), 
并 且 

а) p(t) < p2(t) < palt) 0 <t<1; 

b) Falpilt), t) >0@=13), Fa(p2(t),t) <0, 0<#<1. 


注释 A.1 方程 F(zz,t = 0 还 可 以 有 其 他 的 根 , 但 在 构造 渐 近 解 时 用 到 的 仅 
仅 是 上 面 三 个 根 . 
引进 新 函数 s 
= „даг. 
Г) f ‚Ре D 
假设 存在 某 个 数 to € (0,1) 满足 方程 
ц) = 0. (A.27) 


这 是 在 相 平面 上 构成 胞 腔 的 条 件 . 由 此 可 知 方程 (2.1) 除了 在 端点 有 边界 层 外 , 还 在 
区 间 的 内 部 存在 转移 层 , 这 种 解 称 为 具有 阶梯 状 空间 对 照 结构 的 解 . 


注释 A.2 ”方程 (A.27) 可 以 有 几 个 根 , 即 可 以 存在 几 个 转移 层 . 本 文 只 讨论 一 
个 转移 层 的 情况 . 


除了 满足 条 件 1, 条 件 2 外 , 还 需要 满足 下 列 条 件 : 
条 件 3 假设 方程 (A.27) 有 解 to, 0 < to < 1. 
条 件 4 假设 
es(to) 
T'(to) -f F(z,to) dz Z 0. 
ea(to) 
条 件 4 意味 着 方程 (A.27) 只 有 单 根 to, 所 以 我 们 说 解 的 阶梯 状 结构 是 “粗糙 ” 
№. 往 下 只 讨论 从 wa(b) 跳 路 到 pa 人 b) 的 转移 解 . В (и) 事先 是 未 知 的 . 为 了 
构造 解 的 渐 近 展开 式 , 将 引进 两 个 辅助 边 值 问 题 ( 边 值 问题 1 和 边 值 问题 ID), 它们 
对 应 的 解 分 别 用 (—) 和 (+) 来 记 . 
边 值 问题 I (0 < t< t*): 


dD _ pO 5) _ (> 
| uir = F: at) № а 
4750,0) =0, Ae, u) = plt"). 
边 值 问题 I (t* < t 1): 


dat Œ) СДИ) 
|, а= (2 t), пец =, 


аи, и) = (е), «Ви =0. 
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首先 构造 边 值 问题 I 在 两 个 端点 + = 0, = t 有 边界 层 的 解 , 而 在 边界 层 外 ， 
X 一 0 时 解 的 分 量 趋 向 于 o) (t). 同样 对 边 值 问题 下 构造 在 两 个 端点 +=, t= 1 
有 边界 层 的 解 . 在 边界 层 外 , 当 / 一 0 B$, 解 的 分 量 趋向 于 çs (t). 随后 我 们 把 这 两 
АА г 处 光滑 地 连接 起 来 , 即 


Pe, u) = Pep). (4.28) 


这 样 就 保证 了 (A.24) 阶梯 状 解 的 存在 性 . 等 式 (A.28) 就 是 确定 转移 点 t" = t* (u) 的 
方程 . 为 了 构造 边 值 问题 ， 卫 的 形式 渐 近 解 并 使 得 他 们 在 г 处 连接 起 来 , 必须 把 
t (и) 展开 成 下 面 的 备 级 数 : 


# (и) = ++... (А.29) 
根据 边界 层 函数 法 , 边 值 问题 的 解 可 表示 成 形式 级 数 
аи) = z(t, u) + Па(ть р) + Qa (r, и) = 1,2), (A.30) 
其 中 
Аи) = sO) + us +... (А.31) 
是 正则 项 级 数 ; 
IIzi(ro, u) = Пот) + za (т) +. n= L (4.32) 
EHE t= 0 附近 的 边界 层级 数 ; 
CT 
EHE t= t° 附近 的 边界 层级 数 . 类 似 地 , 边 值 问题 于 的 解 可 表示 成 
Ан = a + Qn + Ra G 12, n=, (A34) 


其 中 各 项 是 类 似 于 (A.31), (А.32) 和 (А.33) 的 级 数 . 
这 些 级 数 中 的 各 项 系数 都 可 由 相应 的 方程 来 确定 . 当 и 一 0 BF, 方程 (A.23) 的 
解 有 下 面 的 极限 式 
lim z(t, и) = 


„—0 


А. 
@s(t), to <t <1. amw 


这 就 意味 着 存在 阶梯 状 空间 对 照 结构 解 . 
注释 Аз ”类 似 地 可 以 构造 从 palt) 跳跃 到 yp1(t) 的 阶梯 状 的 解 . 


po 0<#< to, 
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注释 A.4 ”如 果 在 (A.23) 中 给 出 的 是 第 二 类 的 边 值 条 件 : 
2(0,p) = 2 (1,4) =0, 
那么 在 渐 近 表达 式 (A.30), (А.34) 中 不 出 现 边界 函数 lozi 和 Rozi. 
对 方程 (A.23) 同样 可 以 讨论 临界 情况 下 阶梯 状 空间 对 照 结构 , BD: 关系 式 (A.27) 
对 所 有 的 t 恒 等 于 零 . 例如 ， 
F(z,t) = 2(2? — a?(t)). 


在 临界 情况 下 , to 已 经 不 能 由 (A.27) 来 确定 , 而 要 有 比较 复杂 的 方程 来 求 得 , 这 就 需 
要 用 到 更 高 阶 的 渐 近 展开 式 . 
对 临界 情况 讨论 比 (A.23) 更 一 般 的 方程 并 具有 第 二 类 边 值 条 件 


| их = F(z,t,u) 0 <t<1, (А.36) 
2 (0, и) = 2 (1,0) = 0. 

同样 要 求 方程 (A.36) 右 端 满足 条 件 1 和 条 件 2. 特别 要 求 退化 方程 F(z,t,0) = 0 有 
三 个 根 z = 40 = 1,2,3). FE Y(t) < valt) < valt), TE 0100) Ж yalt) 之 间 除了 
palt) 没有 其 他 的 根 . 同时 


Fae(wilt),t,0) > 0G = 1,3), Е, (42(4),,0) <0, O<t<S1L 


为 讨论 方便 起 见 , 可 以 取 wa(t) = 0. 
在 临界 情况 下 我 们 把 条 件 3 改 成 
条 件 3' 假设 I(t)=0，0<t<1. 
这 时 to 由 下 面 方程 确定 


G(to) = f 5 Ат) + уфа = 0. (А.37) 


条 件 4 假设 (A.37) 有 解 to, 0 < to < 1. 

为 了 证 明 解 的 存在 性 和 求 它 的 高 阶 渐 近 展开 式 , 还 需要 一 个 条 件 : 

条 件 5 假设 G'(to) < 0. 

无 论 是 对 临界 情况 , 还 是 对 非 临界 情况 在 构造 渐 近 解 的 过 程 中 (A.29) 中 tili = 
1,2,…) 由 下 面 线性 方程 确定 : 


юн =C;  (G'(to)t: = Ci), 


其 中 Ci 是 已 知 常数 . 由 条 件 4, t, 可 惟一 确定 . 
把 上 面 讨论 的 两 种 情况 写成 下 面 基本 结果 . 
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记 20006 ш) 和 ZP t, u) ЕВЕ 2) 和 z(+) 的 п 阶 部 分 和 , 把 7 换 成 
n+1 
(мы) ль зев 


27и, 0<t< мы, 
Zn(t, n) i a 
20и, Duit<tgl. 
名 
定理 A.1 ”如 果 满足 条 件 1 一 条 件 5, 那么 对 足够 小 的 p, 问题 (A.23), (A.36) 
BI z(t, р) 存在 , 且 有 下 面 的 估计 : 
| z(t, u) – 2.(6 р) |< Си, 0<2<1, 
其 中 常数 C > 0 不 依赖 于 u. 


定理 A.2 ”如 果 满 足 条 件 1 一 条 件 5, 那么 对 足够 小 的 p, 问题 (A.23), (A.36) 
的 解 z(t, u) 存在 , 并 且 有 下 面 极限 关系 式 


Ф100), 0<t< to, 
palt), to<t<1. 


8.2 ” 常 微分 方程 中 其 他 类 型 阶梯 状 空间 对 照 结构 
1) 把 (A.23) 得 到 的 结果 推广 到 具有 快慢 变量 的 方程 组 [38] 


вые = Í 


| а FG, ЧИ Сы, (438) 
2(0, и) = z(1, и) = y(0, р) = y(1, 4) = 0. (A.39) 
解 的 极限 式 为 : 
lim z(t, u) = е0) 0<t< to, (А40) 
@s(go(t)), to <#<1, 


其 中 pi(y) 和 çs (u) 是 方程 F(z,y) = 0 两 个 不 同 的 根 , 而 golt) 可 这 样 确定 , 先 从 方 
程 


RH yo, 再 由 下 面 两 个 问题 求 出 0 


аз, ла м 
| = Gle (0P) I), 
070) =0, (to) = wo 


dt? 


4229 
| 0 = Gls), a), 
W(to) =и Иа =0 
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ВВ 00700), IP (O) 在 点 to 光滑 连接 , BB 
PY (to) = GP) (to). 
这 也 是 确定 to 的 方程 . 所 以 (A.40) 中 的 所 有 的 量 都 可 确定 . 


2) 含有 一 阶 导数 的 二 阶 方程 [9] 


pË d. 
其 中 yi(t)(i = 1,2,3) 类 似 于 第 一 节 中 求法 得 到 . 相 平面 上 的 平衡 点 pi(t)(i = 1,3) 
是 鞍点 , 而 (42(0,0) 可 以 是 中 心 , 也 可 以 是 焦点 . 连接 两 个 鞍点 异 宿 轨道 的 存在 性 
一 般 来 说 不 是 显然 的 , 但 可 以 出 现 . 例如 


Ре поб) + (z — o(#))(z — 80) (2 — 700). 


кой 但 一 般 来 说 胞 腔 关 于 z 轴 不 对 称 ， 
如 果 连 接 两 鞍点 的 异 宿 轨道 可 以 找到 那么 渐 近 解 的 构造 没有 大 的 变化 [39]. 如 
же 前 不 含有 р, 那么 已 讨论 过 下 面 方程: 


(= пая = Ао + Bt), 
200,0) = 20, z(1,p) = 21. 
这 时 解 的 极限 关系 式 是 


z(-) 
0700), 0<t<to, 
lim z(t, и) = 
i E to<t<1, 


其 中 07), 式 +) 是 下 面 两 个 问题 的 解 (在 [0, 1] 上 这 两 个 解 的 图 像 是 不 相交 的 ) 
A AES + в(57), 0) =0, z0) = 29, 
АСВ tat) + ва) =0, Paa, 
其 中 如 由 下 面 方程 确定 
z (to) 
/, ) А(2, ах = 0. 


ZE’ (to) 
3) 两 个 方程 的 方程 组 [10] 


dz; 
| ит = Е.(21,22,0), 


иа = F(z1, 22,t). (A.41) 
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这 是 方程 组 (A.24) 的 推广 . 这 个 方程 组 也 可 能 出 现 阶梯 状 空间 对 照 结构 . 转移 点 to 
( 主 项 ) 同样 是 由 相 平 面 上 连接 两 个 鞍点 的 异 宿 轨道 的 存在 性 所 确定 的 但 是 这 里 两 
个 鞍点 不 一 定 都 在 z 轴 上 . 
如 果 方程 组 (A.41) 是 哈密 顿 系统 (假设 中 + 是 常数 ), Bl 
Fzdz1 — Fidz2 = dH(z1, 22,1), 
那么 如 可 以 由 下 面 的 方程 来 确定 
(D), y(t), t) — Hlal), Volt), t) = 0. 
4) 还 有 一 系列 情况 (对 比较 简单 的 情况 ) 可 以 产生 阶梯 状 空间 对 照 结构 
a) 如 果 (A.41) 的 右边 不 含 ,而 在 相 平面 上 存在 胞 腔 , 那么 转移 点 to 可 以 由 下 
面 式 子 确定 
boan 
As +A? 
其 中 № 和 Xs ALARE 28. HERRAR (ph Va) 和 (рь V) 的 正 特征 值 , 这 时 w 和 是 
常数 . 方程 组 可 以 出 现 内 个 或 两 个 以 上 转移 点 的 空间 对 照 结构 . 这 是 早期 空间 对 照 
结构 的 结果 Ш. 
具有 “ 快 变量 " 和 “比较 快 变量 ” 方程 组 的 阶梯 状 空间 对 照 结构 [42] 


ау 
2 
= ав = Ft), 


422 
4 
ав =6(,29. 


с) 对 研究 而 言 , 比较 困难 的 情况 是 两 个 两 阶 方程 组 有 “相同 速度 ”的 变量 [12] 


dy 
2 
| ие = РО 2,0), 


2822 
и? а> = Gly, 2,0). 


d) 阶梯 状 空间 对 照 结构 不 仅 在 边 值 问题 出 现 , 也 可 以 在 初 值 问题 出 现 . 但 是 对 
初 值 问题 而 言 这 种 现象 的 出 现 是 以 破坏 退化 方程 有 孤立 根 为 前 提 的 [46]. 
вз ” 常 微分 方程 中 脉冲 状 空间 对 照 结构 


对 问题 (A.23) 同样 可 以 讨论 脉冲 状 空间 对 照 结构 解 . 在 这 种 情况 下 , 除了 在 边 
界 点 和 某 个 内 部 点 的 很 小 邻 域 以 外 , 精确 解 非常 接近 于 退化 方程 的 一 个 根 . 这 种 空 
间 对 照 结构 是 由 退化 方程 的 两 个 根 而 不 是 三 个 根 形成 . 

条 件 6 假设 方程 F(z,t) = 0 有 两 个 根 z= pi(t)(i = 1,2), ЖН o) (t) < p2(t), 


Fe(p1(t),t) >0, Е,(42(0), 0) < 0. 
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条 件 7 存在 某 个 函数 y(t) 有 


(t) 
Г F(z,t)dz = 0, 
Ф100 


并 且 在 pi(t) < z < Y(t) 中 F(z,t) = 0 只 有 一 个 根 . 这 时 在 相 平面 (z,z) Е, 对 固定 

的 t 不 出 现 胞 腔 , 而 出 现 绳 锁 套 . 用 研究 阶梯 状 空间 对 照 结构 的 方法 同样 可 以 讨论 

脉冲 状 空间 对 照 结构 . REBRA #* 不 是 z 和 фо 的 交点 , 而 是 z 的 极 值 点 [13], 即 
z(t*, 4) = 0. 


确定 #* 主 项 to 的 方程 为 


Ф100) z з -4 
H()= 人 o ме 人 й Ë f Е года dsdz = 0. (A.42) 


条 件 8 假设 方程 (A.42) Æ t = to (0,1) 中 有 解 , 并 且 H'(to) Z 0. 

对 足够 小 的 u, 条 件 6 一 条 件 8 保证 脉冲 状 空间 对 照 结构 的 存在 性 , 在 这 里 我 
们 不 具体 介绍 怎样 构造 问题 (A.23) 的 具有 脉冲 状 结构 的 渐 近 解 , 仅 指出 公式 (A.42) 
是 边 值 问题 I 和 开 在 构造 一 阶 渐 近 解 时 得 到 的 , 并 且 同 “ 粗 胞 腔 ” 的 形成 紧密 相连 . 
代替 (A.41), 在 出 现 脉冲 状 解 时 , 有 下 面 解 的 极限 式 : 


lim z(tu)= 010), М (0,1), tZto, 
lim z(to + pt, 4) = y(to), 
其 中 怕 ЖЕ 的 一 次 近似 项 . 还 需要 指出 , 对 比较 复杂 的 情况 也 可 以 产生 脉冲 解 . 问 


题 (A.38), (A.39) 可 以 存在 具有 脉冲 结构 的 解 [48, 82]. 在 这 种 情况 下 , 渐 近 解构 造 
的 方法 是 同 第 二 节 中 所 描述 的 方法 类 似 的 . 这 时 求 go 是 比较 简单 的 , 只 有 一 个 方程 : 


A 
TE (зо), o), 00) = 0) =0. (А.43) 


函数 go (t) 在 点 如 的 值 y 和 to 由 下 面 方程 确定 
H(uo)t0 (to) = 0. (А.44) 
其 中 


ку) z з -4 
H(y) = [ ЯМ Е,(2,у) f а; Ë f А Е(р, val аваг. 
对 方程 (A.44) 进行 讨论 
а) WRA Н(у) = 0 有 解 y = vo, 并 且 H'(uo) #0, 那么 如 由 方程 如 (to) = yo 
确定 , 此 时 假设 50 (0) Z 0. 
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站 如果 H (yo) # 0 BBA to BDE Dolto) = 0 确定 , 也 就 是 说 , 利用 方程 (A.44) 给 
出 的 第 二 种 可 能 性 可 以 构造 其 他 类 型 的 脉冲 状 空间 对 照 结构 . 这 时 假设 对 将 (to) # 
0, 对 z(t, 4) 下 面 的 关系 式 是 正确 的 
Jim z(t, u) = 01000), Vt € (0, 1), t#to, 
lim z(to + pt, и) = Ф(9о(&)). 


如 果 对 方程 组 (A.38) 给 出 第 二 类 边 值 条 件 
z'(0, u) = 2 (и) = y'(0, и) = y'(1, 4) =0, 
那么 既 可 能 出 现 阶 梯 状 空间 对 照 结构 , 也 可 能 出 现 脉 冲 状 空 间 对 照 结构 ,对 第 二 类 
边 值 条 件 , 方程 (A.43) 在 边 值 条 件 
9000) = (1) =0 


下 的 解 为 W(t) = yo = const. 这 时 空间 对 照 结构 可 以 具有 任意 个 脉冲 , 且 在 任意 相 
邻 的 脉冲 之 间 有 相同 的 距离 . 

最 后 需要 指出 , 往往 可 能 出 现 几 个 内 部 转移 点 的 解 ,其 中 在 一 些 点 上 出 现 脉冲 
状 结构 的 解 , 而 在 另外 一 些 点 上 是 阶梯 状 结构 的 解 ， 这 是 因为 退化 方程 是 非 线性 的 ， 
所 以 既 有 满足 方程 (A.42) 的 解 , 又 有 满足 方程 (A.27) 的 解 . 也 有 可 能 出 现在 一 个 转 
移 层 上 既 有 脉冲 状 结构 又 有 阶梯 状 结构 的 解 . 这 种 情况 发 生 在 形 如 (A.41) 的 方程 组 
里 [10]. 


в.а ” 偏 微分 方程 中 的 空间 对 照 结构 
首先 讨论 椭圆 方程 中 阶梯 状 空间 对 照 结构 的 解 . 所 给 的 方程 为 
и? Ди = (ит, и), == (21,12) € D c %2. (А.45) 
并 具有 下 面 边 值 条 件 


ее) =0, zeƏp. (A.46) 


其 中 p> 0 是 小 参数 , A 27, + 2 E Laplaco ИТ, D 是 具有 足够 光滑 边界 的 有 
1 2 


界 区 域 , ЖН f(w, zp) 足够 光滑 , SE 是 内 部 法 向 量 

可 以 证 明 在 确定 的 条 件 下 , 问题 (A.45), (A.46) 具有 阶梯 状 的 解 . 这 个 解 之 所 以 
被 称 为 具有 阶梯 状 的 空间 对 照 结构 的 解 , 是 因为 在 D 内 的 某 曲线 ! 附近 它 从 退化 方 
№ f(u,z,0) = 0 的 一 个 根 跳 刀 到 另 一 个 根 . 同样 , 转移 点 z* 事先 是 未 知 的 , 它 要 在 
构造 渐 近 解 的 过 程 中 才能 确定 . 


HRA 苏联 奇 摄 动 理论 发 展 概况 . 159. 


对 抛物 型 方程 同样 讨论 过 具有 阶梯 状 的 空间 对 照 结构 解 [51, 52]. 

对 问题 (A.45), (A.46) 也 讨论 过 具有 脉冲 状 空间 对 照 结 构 . 在 [53] 中 讨论 过 脉 
冲 解 发 生 在 非 闭 曲线 的 某 个 邻 域 中 , 而 在 [55] 中 的 解 则 研究 了 在 闭 曲 线 的 某 个 邻 域 
中 , 同时 在 [54] 中 讨论 了 在 周期 曲线 附近 产生 脉冲 状 的 空间 对 照 结构 解 . 

对 数量 型 抛物 方程 在 [56] 中 构造 了 具有 脉冲 状 空间 对 照 结构 的 渐 近 解 ， 它 是 时 
间 的 周期 函数 . 

同样 , 也 讨论 过 具有 两 个 抛物 型 方程 组 成 的 方程 组 , 在 每 个 方程 的 导数 前 , 小 参 
Жи НОЈЕ ЕВ, 在 这 种 情况 下 可 以 产生 解 的 一 个 分 量具 有 脉冲 状 , 或 者 两 个 
分 量 都 有 脉冲 状 . 


9. 奇 摄 动 方程 的 正则 化 方法 (Lomov S.A.) 


这 一 时 期 , 在 国立 莫斯科 大 学 的 数学 力学 系 对 奇 摄 动 方程 的 研究 也 在 进行 . Vishik, 
S.A.Lomov 研究 小 组 提出 了 所 谓 的 正则 化 的 方法 . 那 时 Lomov 在 莫斯科 能 量 研究 所 
工作 , 后 来 他 和 他 的 同事 大 力 发 展 了 这 一 方法 (其 中 有 V.F.Safonov 和 A.G.Eliseev). 
该 方法 的 基本 理论 参见 文献 [18], 我 们 简要 给 出 它 的 主要 观点 . 其 实在 Birkhoff 的 著 
作 [15] 中 已 包含 了 这 种 方法 的 来 源 . 

考虑 如 下 问题 : 


ии — A(z)u = Һа), (0, и) = u9, (А.47) 
这 里 我 们 假定 (n x п) 矩阵 А 的 特征 值 都 是 单 根 : Xi(z) Z А, (з), í Z ;. 除了 自 变量 
z 之 外 我 们 还 引入 一 个 独立 的 新 ( 即 正则 的 ) 变量 : 
s= 1 [мода = piem. 
同时 考虑 函数 ü(z,t, u), 它 满足 0], = (т, п). RIE ú RA (A.47), 得 到 一 个 关 
于 正则 参数 u 的 偏 微分 方程 (而 不 是 常 微分 方程 ). 我 们 希望 找到 以 下 形式 的 G: 


五 一 Уи, t), (A.48) 
i=0 


这 里 的 ü, 可 以 从 确定 方程 中 得 到 , 如 : 


M ++ — Ад = Қа), 6440,0) = uo. 
为 了 确定 a, Lomov 引入 了 一 类 函数 , 称 为 非 共振 的 解 空间 . 在 该 解 空间 中 关于 
ë 的 问题 是 惟一 可 解 的 . 这 个 空间 的 元 素 有 如 下 形式 : 


щен) = F uyla)lla)et + Ў аба), 


ij=1 =1 
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其 中 Li(z) 是 对 应 于 № 的 特征 向 量 , 而 wi(z) 和 uj (z) Є Cool0,a] 是 数量 函数 . 如 果 
满足 条 件 ReX: < 0, 只 要 把 = pe 代入 (A.48), 就 能 得 到 (A.47) 解 的 一 个 渐 近 展 
开 式 . 其 中 最 有 意义 的 结果 之 一 如 下 : 如 果 给 ui(z, yp(z)) 的 导数 添加 一 些 条 件 , 则 
(А.48) 的 渐 近 级 数 一 臻 趋向 于 u(z, u), z Е [0,a]. 

这 种 方法 在 若干 边 值 问题 , 非 线性 问题 , 抛物 线 方程 和 其 他 的 偏 微 分 方程 中 都 得 
到 了 发 展 , 详细 介绍 请 参看 [18]. 


10. 奇 摄 动 方 程 的 匹配 方法 (lyin А.М.) 


匹配 方法 最 初 被 Vishik 和 Lyusternik 用 于 解决 一 些 拟 线 性 问题 , 后 来 由 A.M.Ilyin 
和 他 的 研究 小 组 (在 URAL 科学 中 心 ) 进行 了 系统 的 研究 . 其 实 运 用 匹配 的 思想 很 
早 就 有 了 , 最 早 是 为 了 处 理 物理 学 中 的 转向 点 问题 . 

考虑 如 下 间 题 : 


pu” – q(t)u = f(t), u(0, u) = u(1, 4) =0, (А.49) 


Ж 400) = 0, 4(0) = 1, ПНЕ (0,1) 上 , q(t) > 0. 由 于 q(0) = 0, 所 以 不 能 用 边界 
函数 法 . 正则 部 分 展开 式 如 下 


ú= > иЗ®изь (ё), (А.50) 
k=0 
其 中 
Usk(t) = 273—1 У ску. (А.51) 
j=0 


在 t=0 的 邻 域 令 t = u£, 并 记 5(Е, и) = ulug, n), 这 时 方程 (A.49) 可 写成 
2, 
паа чи = 700). 
构造 v 的 渐 近 展开 式 如 下 : 


v= > ико (6)- (A.52) 


k=—1 
于 是 该 和 式 的 项 满足 Airy 方程 : 
vg- gv = 70, ve(0) = 0. 
其 解 如 下 


m=% HO) +0 [вол 
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у, Ya 是 著名 的 Airy ЖН У, (0) = 0, У £ 一 oo 时 , у 是 指数 增 大 而 У, 是 
指数 减 小 . 因此 , 当 E 足够 大 时 , wk 的 渐 近 展开 式 为 


0.0) = 6 Уһ, (А.53) 
j=0 


其 中 hx; 是 已 知 的 . 

我 们 必须 保证 有 这 样 的 定义 域 存在 : 即 当 z 较 小 而 6 较 大 时 , (A.50) 和 (А.52) 
这 两 个 展开 式 都 有 意义 . 然后 设 ú = о, 代 人 展开 式 (А.51), 替换 其 中 的 изь, 再 代 人 
展开 式 (A.52), 替换 其 中 的 ve. 在 等 式 两 边 用 相同 的 变量 (如 є), 并 比较 等 式 两 边关 
F 的 同 次 寡 的 系数 , 最 后 可 得 如 下 等 式 : 


hk,j = Сук. (A.54) 


所 以 使 较 小 的 + 和 较 大 的 上 都 存在 的 公共 定义 域 uc,nel (0 < 8 < a < 1) 非常 重 
要 , 只 有 这 样 (A.54) 式 才 有 意义 . 并 且 可 用 (A.50) 和 (A.52) 这 两 个 级 数 构造 出 复合 
渐 近 展开 式 . 

进一步 考虑 下 面 方程 

паї = (u), би) = ú, 

其 中 在 (0,0) 的 邻 域内 f — t— и2. 如 果 用 上 面 方法 a M о 无 法 匹配 . 因此 必须 再 引 
进 新 变量 = п 82 Жо = pbu, E п 较 小 时 的 o 展开 式 必须 要 等 于 & 较 大 时 的 v 
展开 式 , 同时 7 较 大 时 w 展开 式 必 须要 等 于 t 较 小 时 的 о EFR. 

运用 匹配 的 方法 , Hyin 和 他 的 合作 者 不 仅 研 究 了 许多 类 似 于 如 上 所 述 的 单一 问 
题 , 而 且 还 研究 了 其 他 更 复杂 的 问题 . 该 方法 还 被 推广 到 偏 微分 方程 中 , 例如 , 对 一 
个 在 边界 处 有 切线 的 椭圆 型 微分 方程 退化 成 一 阶 偏 微分 方程 , 该 方法 在 这 样 的 椭圆 
型 微分 方程 中 已 得 到 了 成 功 应 用 . 它 同样 应 用 于 三 维 空间 中 多 连通 区 域 的 椭圆 问题 ， 
描述 振动 波 的 拟 线性 椭圆 型 方程 及 其 他 问题 [17]. 


11. 奇 摄 动 数值 方法 


在 计算 机 技术 和 数值 方法 方面 , 我 们 发 现 数值 方法 的 许多 研究 都 与 奇 摄 动 问题 
有 关 , 下 面 将 介绍 两 种 类 型 的 方法 : 迭代 法 和 有 限 差分 法 . 

在 关系 式 (A.15) 中 , O(un+1) 表示 在 满足 不 等 式 |O(un+1)| < Су 条 件 下 的 
误差 项 , 常数 с 不 依赖 于 / 但 一 般 依赖 于 n, 因此 通过 增 大 n 可 以 减 小 对 应 于 р 的 
剩余 项 , 但 对 于 固定 的 u, 增 大 C( 和 n) 可 得 到 一 个 较 大 的 剩余 项 . Yu Boglaev( 在 莫 
斯 科 高 温 物理 研究 所 ) 运用 边界 函数 法 并 选择 特殊 初始 逼近 , 再 用 一 个 正常 的 迭代 
程序 , 得 到 一 个 介 于 第 п 次 迭代 和 满足 估计 量 Cu"+! 的 精确 解 之 间 的 差分 , 其 中 的 
С 不 依赖 于 n. 


- 162- WRA 苏联 奇 摄 动 理论 发 展 概况 


有 限 差分 法 既 可 用 于 解决 在 边界 及 内 部 区 域 使 非 均匀 网 点 变 得 更 高 精度 (N.S. 
Bakhvalov), 也 可 用 于 解决 均匀 网 点 问题 (Uyin 及 其 合作 者 ), 其 中 差分 算 子 的 构造 要 
考虑 到 渐 近 性 , 后 一 方法 的 目的 是 为 了 得 到 与 y 有 关 的 一 致 收敛 的 估计 值 . 

最 近 , Voronezsh 小 组 (V.V.Strygin 及 合作 者 ) 的 研究 成 果 已 经 问世 , 其 中 包括 
了 奇 摄 动 的 射影 方法 - 


12. 变 分 问题 中 的 空间 对 照 结构 


从 上 世纪 90 年 代 初 开始 , 作者 侈 明康 和 莫斯科 国立 大 学 A.B.Vasileva 教授 , 莫 
斯 科 人 大 M.G.Dmitriev 教授 合作 , 开创 了 空间 对 照 结构 研究 的 新 方向 , 即 变 分 问题 
中 的 空间 对 照 结构 . 并 已 得 到 了 一 些 初步 的 结果 [75, 83]. 这 里 要 做 的 问题 很 多 , 发 


展 空间 也 很 大 . 
我 们 讨论 了 下 面 的 变 分 问题 
Ли(и,) = ИСА t) +b" (zp ци + Пить 一 min， (A.55) 
z, (t) = u,(t), (A.56) 
т,„(0,р) = 0, =х„(Т,н) =0, 0 <, <1, (А.57) 


其 中 2,(0) Є Я", ш, (t) Є R”, (ти, t) Є Я", a(zp,t) € R. 
利用 直接 展开 法 [77] 和 广义 法 则 [78] 证 明了 具有 脉冲 结构 解 的 存在 性 , 并 构造 
了 渐 近 解 . 脉冲 点 t 可 展开 成 上 RRR 
1, = + +20 + ИК +. 


条 件 A. ВЛ = if 了 > 一 00, 其 中 


T 
J= f (a(z, t) + b7 (z, t)ū) dt — min. 

条 件 A. 假设 函数 P(z,t) 在 z = alt) 有 局 部 极 大 值 , 并 且 存 在 函数 = q(t) 
使 得 POE), t) = Р(0(0),0) 和 P,(y(8),t) #0, 0 < t < T, AE alt) < nlli = 
1… 其 中 


P(z,t) = —a(z,t) + фт, ), фг(т,1) = b(z, t). 


条 件 4。 在 相 空间 上 存在 从 平衡 点 (alt), t) 出 发 的 同 宿 轨道 . " 

ЖИ: As 方程 EQO — alt) а= 0 有 惟一 解 to, 并 且 201700 — 
a(t) а> 0. 

条 件 A4 初 值 Ioz(0) = —а(0), Roz(0) = —y(T) 在 讨论 问题 解 的 影响 域内 . 
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定理 A.3 ”在 满足 条 件 AA Z F, 问题 (A.55) 一 (A.57) 存在 具有 脉冲 结构 
的 解 . 对 足够 小 的 上 > 0, 有 下 面 余 项 估计 : 


Па = Xn |< Сит, Iug- U, |< Ср”, 


l| J; = Jn (Un) [< Ср". 


在 下 列 条 件 下 问题 (A.55) 一 (A.57) 也 可 以 出 现 阶梯 结构 解 . 

条 件 Bi. 假设 存在 向 量 函 数 at) є XiY(b) < X 使 得 Р(а(),0) = РО, = 
шах P(a(t),t), ЖЗИ a(t), 100) 是 相 邻 的 极 大 值 . 

条 件 Ba. 在 相 空间 上 存在 从 平衡 点 (a(), 出 发 回 到 平衡 点 (Y(b), KIE 
道 . 

条 件 в НН М) = 0, SH (orko) = 0 F (toko), 并 且 


ВМ Cto, ko) 是 正定 矩阵. 
条 件 Ва. МИН П02(0) = —а(0), Roz(0) = —Y(T') 在 讨论 问题 解 的 影响 域内 . 


定理 Аа ”如 果 满 足 条 件 A, В: Ва, 那么 问题 (A.55) 一 (A.57) 存在 具有 阶梯 
结构 的 解 , 对 充分 小 的 上 > 0, 有 下 面 余 项 估计 


|z; Xn |< Си", || u, — Un |< Си", 


六 一 (Un |< Си". 


13. 控制 论 中 奇 摄 动 (Dmitriev М.С.) 


最 优 控制 理论 中 的 奇 摄 动 问题 比 微分 方程 的 奇 摄 动 初 边 值 问 题 更 为 复杂 ， 当 
控制 函数 u 无 约束 的 条 件 下 ,-M.G.Dmitriev 已 构造 出 了 最 优 控制 问题 的 渐 近 展开 
式 . 得 到 了 相位 变量 , 控制 函数 和 目标 函数 的 渐 近 展开 式 [81]. 对 и 有 约束 的 问题 
(即使 最 简单 的 情况 ) 也 比 u 无 约束 的 问题 研究 得 要 少 得 多 ， 其 中 特别 有 意义 的 是 
A.J.Kalinin(Minsk) 的 研究 成 果 (包括 在 |u| < 1 的 条 件 下 , 转移 点 的 渐 近 展开 和 奇 
摄 动 的 边界 点 ), Odessa 研究 小 组 (V.A.Plotnikov 及 合作 者 ) 也 用 包括 平均 和 微分 的 
方法 研究 了 最 优 控制 问题 . 


14. 奇 摄 动 理论 及 方法 的 应 用 


在 物理 学 , 工程 学 , 化 学 和 生物 学 中 已 出 现 了 奇 摄 动 问题 的 各 种 模型 , 其 中 一 些 
问题 在 [7] 中 作 了 讨论 . 研究 奇 摄 动 问题 的 流 形 积分 法 及 其 应 用 , 特别 是 陀螺 系统 在 
文献 [21] 中 有 介绍 . 
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下 面 着 重 指出 与 工程 学 的 一 个 实际 分 支 有 关 的 问题 即 半导体 设备 理论 . 其 中 
Vasileva 的 莫斯科 研究 组 (M.P.Belyanin 及 其 成 员 ), Voronezsh 研究 小 组 (V.V.Strygin 
及 成 员 ) 以 及 Leningrad 和 Riga 的 研究 小 组 都 致力 于 这 些 问题 的 研究 . 

Belyanin 的 成 果 值得 特别 关注 . 他 们 的 研究 包括 利用 微分 方程 来 描述 半导体 设 
备 的 不 同 模型 


HAp = -р+п+ М, 


Әп 
Љљ= 9 + 
Jn = —jnn grad ç + gradn, 
divJp = -多 =R, 
Jp = -Mpp grad ç — grad p. (A.58) 


这 里 的 р 是 Debye 长 度 和 设备 规模 特性 的 比率 . 该 系统 有 一 个 附加 条 件 (这 里 不 作 
介绍 )，Belyanin 详细 分 析 了 二 极 管 一 维 模型 的 稳定 性 和 在 不 同情 况 下 更 复杂 的 设 
备 , 以 及 是 否 重组 并 有 大 量 离子 产生 . 他 也 研究 了 晶体 管 二 维 空间 模型 的 稳定 性 和 
部 分 一 维 空 间 中 的 非 稳定 模型 . 利用 边界 函数 法 及 其 修正 模型 可 以 构造 当 j 一 0 时 
的 渐 近 解 . 


附录 в Бен 


恰 帕 雷 金 定理 以 及 由 此 引出 的 各 条 定理 是 证 明 微分 方程 解 存在 并 估计 解 的 重要 
ТА, 它 和 Nagumo 定理 都 属于 微分 不 等 式 方法 . 

对 初 值 问题 

L= 91-700 =0, 00) =, 

假设 它 的 解 在 [0; H] 上 有 定义 . 

如 果 存 在 可 微 函 数 pt) 和 alt), 它们 满足 下 面 不 等 式 : 

1. a(t) < BO); 

2. LB(t) > 0, Lalt) < 0, t € (0, H); 

3. a(t) < y? < В@), 则 函数 B(t) 和 alt) 常常 称 为 上 下 解 . 

定理 ва ( 恰 帕 雷 金 定 理 ) ”假设 8(t), alt) 是 上 面 初 值 问题 的 上 下 解 , 则 在 区 
间 [o, H] 上 有 下 面 不 等 式 

a(t) < y(t) < BO). (B.1) 

证 明 ”只 对 下 解 a(t) 进行 证 明 , 对 o) 的 证 明 是 类 似 的 . 因为 a(0) < у, 所 
以 在 点 上 = 0 的 右 邻 域 有 alt) < y(t). 由 此 产生 两 种 可 能 

а) 在 整个 区 间 [0, H] 上 保持 不 等 式 (B.1), 则 定理 被 证 明 . 

b) FERDA ti > 0 有 ylti) = afti). 

如 果 b) 成 立 , 则 a (tı) > y (ti), 但 这 是 不 可 能 的 . 这 是 因为 

а (tı) < (оа), ё), 
由 此 推出 ， 
Yt) = (б), ti) = lalt), ti) > o (а). 
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所 以 b) 不 成 立 . 口 
定理 B.2 ”假设 函数 (D) 在 [o H) 上 连续 , 导数 按 段 连续 , 并 且 满 足下 面 不 等 

式 
[81 < N+, 6 <b, (в2) 


其 中 Na ЖЬ 是 常数 , 在 导数 间断 点 不 等 式 (B.2) 应 理解 为 左右 极限 式 , 那么 有 不 
等 式 

lz(D| < s(t), ве [to, H], 
其 中 s(t) 是 下 面 初 值 问题 的 解 


ds 


N+to, s(to) = b 
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考虑 下 面 问题 [79] 
I Ly =у"-Е(у, 1) =0, 
(0) =, уа)=и, (С.1) 
其 中 (у, Æ D = {0<t<l, |у < B) 上 有 定义 , 连续 并 关于 y 的 导数 也 连续 ， 
тах(|у0, 01) < В, В 为 常数 . 
定理 C.1 (Nagumo 定理 ) ”假设 存在 两 个 函数 bt), alt), 它们 被 称 为 (C.1) 
的 上 解 和 下 解 . 如 果 它 们 满足 下 面条 件 
а) a(t) < 0(t), te |0,1); 
b) LSO, Га>0, ЕЕ [0,1]; 
с) а(0) <y’, о(1) <у!, В(0)2у, B0) >y, 
那么 存在 (C.1) 的 解 y(t), 并 有 下 面 不 等 式 
a(t) < y(t) < 8). (С.2) 
作为 引 理 我 们 先 证 明定 理 C.1 在 比较 强 的 条 件 下 成 立 . 看 下 面 问题 
{ Ly=9"—F(y,t)=0, 
90) =, 901) = (С.3) 
对 (С.3) 我 们 做 下 面 假设 : 
8] 假设 在 万 ={0<t<lL Я < oo) Е Ë ERAR, Bl |P| < M. 
[H 假设 ХР 7 ВОЮ, № PF 除了 有 限 个 点 外 关于 j AFR, ЕН 
限 个 点 上 导数 不 存在 , 但 是 左右 导数 存在 ， 思 被 理解 成 或 者 P 在 该 点 关于 乡 的 导 
数 存 在 , 或 者 在 该 点 关于 g 的 导数 不 存在 , 但 左右 导数 存在 . 
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[Hs] 假设 高 有 界 , 即 当 |g| < co Bf, || < L, 工 是 某 个 常数 . 
SIE C.1 ”如 果 满 足 条 件 [Hi] 一 [Hs], 则 问题 (C.1) A gle) 
为 了 证 明 该 引 理 , 把 (C.3) 写成 等 价 方程 组 


ў'=5 
I 2' = P(g,t. (С.4) 
对 (C.4) 给 出 下 面 初 值 
00) = 00, 200) =, (С.5) 


其 中 г 为 参数 , |r| <T = 常数 . 
应 用 Picard 逐次 逼近 法 把 (C.4), (С.5) 化 成 积分 方程 


IO = + | ков» 


z(t) =т+ [ Е(9, ѕ)аз. (С.6) 
由 下 面 递 推 公式 得 到 数列 {9}, (2): 
t 
总 的 = 加 + | 2-19), 
E (t) =r+ f і Р(бь-1, 3) 48. (C.7) 
0 
W ўо =y", zo = r, 可 得 
e 0 R> 
#00) =y + f 20(8)4з, 
98 
21(8) =г +f F (go, s)ds. 
由 此 可 得 
19200) — #o(#)| < rt, 
12100) — žo(t)| < Mt. 
往 下 证 {加}, (2) ÉF r, tÆ t e (0,1), ||| <T 上 是 一 致 收敛 的 . 为 此 p, 和 
Z, 可 看 作 是 下 面 级 数 的 部 分 和 
Folt) + 10100) — #000] +---+ 9. (9 10] +---, 
20(#) + [8 (t) —2o()] + --- + 200) – Zn- (t) +- (С.8) 
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只 要 证 明 (С.8) 关于 r 和 + 一致 收 敛 即 可 . 从 (С.т) 可 得 
t 
00 10 = f (2-68) — 5-2(8)88, 
0 
А 
0) = aalt) = О (C9) 
因为 Ё REDER, 所 以 满足 Lipschitz 条 件 
lEn t) — Fl(ya,t)| < L l — 
ЗН L 是 Lipschitz 常数 . 
回 到 (С.9) 可 得 
[= # | < [а -ае<м.5 


+ t 2 
[2 — 2 | п 
0 0 


[nl < Mt z 
Ln-ltn 
n o` 


ln = žnl ST- 


由 此 可 见 对 (C.8) 有 二 个 优 级 数 PL: т, > 了 .一 一 所 以 (ga) (Za) 关于 上 和 
ВЕР g(t.r), 2(t,7). РАНЕ + € To, 1], РР <T 上 一 致 有 界 |g(t,r)| < К, 
[2 (6т)| < М. 这 样 就 证 明了 (C.4), (C.5) 解 族 glt r) 的 存在 ， 如 果 r 取 充分 大 , 则 
B< 天 .在 矩形 0 < z 和 1， 促 和 天 上 讨论 . 从 初始 点 (0,y0) 画 两 条 曲线 , 它们 在 
初始 点 的 斜率 分 别 为 ri 和 ro, 并 有 J(1,71) < y! < g(1,r2). РАННЕЕ 
形 里 .根据 gtr) 对 7 的 连续 性 , 可 以 找到 r*, 使 得 gC, r") = у. 这 样 引 理 证 毕 . 
往 下 将 证 明定 理 C.1. 在 区 域 D EE 800), alt) 使 它们 满足 定理 C.1 的 条 件 . 
取 函 数 FG, 0) 为 下 面 形式 
= B 


F(B,t) Е р, I>A, 
Е, = $ Е, 0), а<9< 8, 
Е(а,#) + =, у<а, (С.10) 


所 以 定义 的 函数 ËG, t) 在 任意 |g| < co 上 有 定义 , 并 且 关 于 5 连续 . 事实 上 
Ев = FE tlag 


РО. = F(t) ar: 
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又 因为 А) = Р(8,а,#), В P(g,t) BAF. 此 外 当 | 站 < оо BF, 函数 
(С.10) 关于 у 的 导数 按 段 连续 和 一 致 有 界 , 这 是 因为 


1-0 +28 - 
тиғ) ° ӯ>8, 


#090) = Fo а<9<8, 
-p 7 
у, j>a. (С.11) 
# j = o, š = 8 处 导数 不 存在 , 但 是 左右 导数 都 存在 , 且 有 界 . 例如 在 了 = В 处 


Fila- = Fy(B,t), 
Žile = 1/(1 + 82). 


有 ТД Py = 0. 这 样 就 验证 了 条 件 [Hi] —[Hs] 都 满足 . 问题 (C.3) 的 解 就 存在 . 也 


就 是 说 存在 连接 (0,07) 和 (1,1) 的 曲线 g(t). 如 果 该 曲线 在 alt) 和 B(t) 之 间 . 则 
Ё(ӯ,0) = Е (9,5), 900) 就 是 问题 (C.1) 的 解 , 定理 证 毕 . 但 是 连接 (0,00), (1,01) 的 曲 
线 可 以 走出 以 a(t), 800) 为 上 下 界 的 区 域 . 

不 妨 假设 解 曲线 有 部 分 走出 了 下 边界 alt), 那么 解 y(t) 与 函数 alt) 的 图 像 至 少 
相交 两 次 , 在 (0,1) 存在 这 样 的 点 t", Æ t E g-a 有 负 的 最 小 值 , 即 g — o = 0, 
并 且 


(e) -а (t°) > 0, (C.12) 
另 一 方面 , НЯ g < a, 根据 (C.10) 


pe- ва), е) -HOSA = 0. 


1+7 (7) 
而 
a" (t*) — F(a(t*),t*) > 0. 
由 此 推出 И — olt) 
И -а Е) а). <0, 
也 就 是 说 


Ие) ае) < 07 <0 
这 与 (C.11) ЖИ, 这 就 是 意味 着 gt) 不 可 能 与 att) 相交 . 同样 可 以 证 明 00) 也 不 
可 能 走出 边界 00. 
这 样 了 就 只 能 在 ct) 和 Btb) 之 间 , BJ g (С) 的 解 , Nagumo 定理 证 毕 
在 许多 情况 下 我 们 是 用 推广 的 Nagumo 定理 . 


附录 С Nagumo 定理 -171- 


(1) 如 果 方 程 右 端 含有 у, BI y” = Р(у, у, 2), 则 对 Е 的 要 求 要 加 强 , 例如 要 求 
存在 正 函数 Ф(у), 有 
IF(/,,t)| < (y), 


而 
= сас 
о $(5) 
要 求 发 散 . 
(2) 如 果 上 下 解 是 不 光滑 的 , 那么 在 8'(t) 的 间断 点 要 满足 不 等 式 : 
ap) 、dpGH 
а > 4 
ЖЕ o” (t) 的 间断 点 要 满足 不 等 式 : 
dal) да (+) 
а NE su 


这 里 “(-)” 是 左 导 数 ,“(+)” 是 右 导数 . 
在 研究 其 他 奇 摄 动 边 值 问题 时 , Nagumo 定理 会 有 各 种 不 同形 式 . 
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